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Pre´ambule
Avant de de´crire dans le de´tail, la recherche scientifique que j’ai mene´e depuis presque une vingtaine d’anne´es,
j’ai souhaite´ par le biais de ce pre´ambule, vous pre´senter les e´ve`nements qui ont marque´ son cheminement et
son orientation. Je souhaite que ces quelques repe`res biographiques permettront au lecteur de mieux se situer
dans ce qui va suivre et rendront la lecture de ce rapport plus attrayante.
C’est en 1984, au cours de mon stage de DEA de Me´canique Applique´e a` l’Ecole Centrale de Lyon, que je situe
mon entre´e dans le “monde de la recherche”. Depuis ma scolarite´ a` l’ENTPE, la Me´canique m’attirait et j’e´tais
tout particulie`rement inte´resse´ par les vibrations me´caniques. Les images d’un film-vide´o montrant les vibrations
de grande amplitude du tablier de pont de Tacoma sous les effets du vent sont grave´es pour toujours, dans ma
me´moire. Elles avaient frappe´ mon imagination : une excitation dynamique approprie´e pouvait provoquer la
ruine d’un ouvrage d’art ! De plus, le fait que la mode´lisation de cet ouvrage n’ait pas amene´ le concepteur
a` pre´voir un tel phe´nome`ne attisait mon inte´reˆt. Quelques mois plus tard, j’ai candidate´ pour une quatrie`me
anne´e a` l’ENTPE que j’ai obtenue en vue de me spe´cialiser en dynamique des solides. La participation aux cours
de DEA dispense´s par MM. les Professeurs Lalanne et Sidoroff a approfondi et enrichi mes connaissances sur la
me´canique et la dynamique des milieux continus. M. le Prof. Je´ze´quel m’a propose´ un sujet de stage sur la mise
au point d’une technique d’identification dynamique des structures. Cette anne´e de DEA (cours+stage) fut une
anne´e passionnante, riche d’enseignements. J’entrais dans le monde des chercheurs. Avec Louis Je´ze´quel, nous
avons re´dige´ un article (mon premier article !) que nous avons soumis a` la revue Journal of Sound and Vibration
qui l’a accepte´ quelques temps apre`s et publie´ en 1986.
J’ai effectue´ ensuite mon anne´e de Service National en tant que scientifique du contingent a` l’Institut de
Me´canique des Fluides de Marseille (IMFM) sous la direction conjointe de MM. Bernard Roux et de Patrick
Bontoux. Ce fut une anne´e enrichissante ou` les arcanes du me´tier de chercheur m’e´taient petit a` petit de´voile´s.
Je me familiarisais avec la vie quotidienne du chercheur scientifique. Mon travail a` l’IMFM a porte´ sur la
re´solution nume´rique des e´quations de la me´canique des fluides (pbs de convection) a` l’aide des e´le´ments finis
et des me´thodes spectrales.
J’ai en 1986, inte´gre´ le Laboratoire central des Ponts et Chausse´es dans la Section Etudes des Comportements
Me´caniques du Service de Me´canique dirige´e a` l’e´poque par M. le Prof. Bernard Halphen. De`s mon arrive´e au
LCPC, j’ai pu poursuivre et de´velopper la recherche que j’avais de´bute´e avec M. Je´ze´quel sur la mode´lisation et
l’identification du comportement dynamique des structures a` partir d’essais vibratoires sur ces structures. En
particulier, M. Halphen m’a demande´ de regarder les applications de ces techniques en ge´nie parasismique.
En 1987, avec l’accord et sous la direction de M. Halphen, j’ai pu m’inscrire en the`se de doctorat a` l’Ecole
Nationale des Ponts et Chausse´es sur le sujet Identification des Structures Vibrantes. Le sujet e´tait personnel
et je fus tout au long de ce travail, libre du choix des orientations. En 1988, j’envoyais plusieurs propositions
de communications et d’articles sur les re´sultats obtenues, qui furent toutes accepte´es ! En 1990, j’ai soutenu
ma the`se a` l’ENPC. En septembre 1992, une partie de la section a de´me´nage´ a` Champs/Marne pour former le
LMSGC Laboratoire des Mate´riaux et des Structures du Ge´nie Civil Unite´ Mixte de Recherche CNRS/LCPC
qui est dirige´e par M. le Professeur Michel Fre´mond jusqu’au 07/02/2000 puis par M. Olivier Coussy jusqu’au
31/12/2000 en tant que directeur par interim.
De 1996 a` la fin 2000, je suis nomme´ chef de la section Me´canique et Physique des Syste`mes Complexes MPSC,
section qui comprenait de 15 a` 20 personnes (ainsi, en 1998, elle comprenait 8 chercheurs a` temps plein et
2 chercheurs a` mi-temps, 8 doctorants et 2 techniciens). En 1997, je suis promu Inge´nieur Divisionnaire des
Travaux Publics de l’Etat.
Dans le cadre de la re´organisation des laboratoires en me´canique et en ge´nie civil de l’ENPC et du LCPC, sur le
site de Champs/Marne, je suis affecte´ au 1er janvier 2001, au Laboratoire Analyse des Mate´riaux et Identification
LAMI, unite´ mixte de recherche ENPC-LCPC dont le directeur est M. Alain Ehrlacher. Le LAMI fait partie
de l’Institut Navier qui est officiellement cre´e´ le 1er janvier 2001, et qui regroupe de plus le CERMES : Centre
d’Enseignement et de Recherche en Me´canique des Sols (Laboratoire commun ENPC-LCPC dont le directeur
au 1er Janvier 2003 est M. Pierre Delage) et le LMSGC Laboratoire des Mate´riaux et Structures du Ge´nie Civil
(Unite´ mixte CNRS-ENPC-LCPC /UMR 113/ dont le directeur au 1er Janvier 2003 est M. Philippe Coussot).
Au sein du LAMI, je suis jusqu’a` la fin 2002, responsable de l’axe Comportement Dynamique des Mate´riaux
et des Structures. En 2003, un nouveau directeur du LAMI est nomme´ M. Karam Sab. Je suis actuellement
au LAMI responsable du the`me de recherche “Identification des mate´riaux et des Structures” qui s’inte´resse
a` l’identification des parame`tres et/ou des conditions aux limites dans les mode`les de comportement pour
les mate´riaux et les structures du ge´nie civil et des transports. Ce the`me de recherche comprend 5 fiches de
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projet : (1) Analyse et identification modales anime´ par Honore´ Yin, (2) Identification des e´lastome`res a` basses
fre´quences anime´ par Nelly Point, (3) Interaction entre un outil et un corps mou lors de la coupe anime´ par
Amina Alaoui, (4) Plans d’expe´riences pour le ge´nie civil anime´ par Richard Linder et (5) Analyse de signaux
(me´thode impact-echo) anime´ par moi-meˆme.
Depuis la fin de ma the`se, j’ai e´te´ sollicite´ pour des contrats (contrats avec EDF, Renault, RVI, contrats avec
la Direction des Transports Terrestres, contrats europe´ens Capital Humain et Mobilite´), des actions nationales
de recherches (ACI-CATNAT).
J’ai participe´ et je participe a` l’encadrement de 9 doctorants.
J’ai participe´ a` l’encadrement de nombreux stagiaires franc¸ais de maˆıtrise, d’e´coles d’inge´nieur, de DEA et
e´trangers (allemands, italiens, irlandais, ame´ricains).
Soient un total de 36 rapports : 16 rapports de stage de DEA, 3 rapports de stage d’e´tudiants e´trangers (fin
de cycle universitaire), 4 rapports de stage d’option d’e´tudiants de l’Ecole Polytechnique, 1 rapport de stage
d’e´tudiant post-doctorant, 1 rapport de stage d’e´tudiant de maˆıtrise, 1 rapport de stage d’e´tudiant d’e´tudiant
de 2e`me anne´e ENSPM, 2 rapports de stage d’e´tudiant de l’ENPC 1e`re anne´e, 8 rapports de stage d’e´tudiants
de l’Universite´ de Princeton.
J’ai travaille´ en collaboration avec des professeurs e´trangers (allemands, italiens, espagnols, syriens,... ).
J’ai e´te´ se´lectionne´ pour relire quelques articles et participer au jury de plusieurs the`ses.
J’ai re´dige´ des publications dans des revues scientifiques ( Journal of Applied Mechanics, Journal of Sound
and Vibration, Meccanica, Journal of Mechanical Systems and Signal Processing, Compte-Rendu a` l’Acade´mie
des Sciences, · · · ). J’ai participe´ a` de nombreux congre`s ou a` des confe´rences nationaux et internationaux avec
pre´sentation orale des re´sultats de ma recherche et article dans les actes des congre`s ou des confe´rences (
17e`me Congre`s International de Me´canique The´orique et Applique´e Grenoble 1988, 10e`me Congre`s franc¸ais de
Me´canique 1991, 10th World Conference on Earthquake Engineering 1992, · · · ).
Soient au total 1 e´dition d’ouvrage, 2 contributions a` des ouvrages, 13 articles dans des revues a` comite´ de
lecture, 45 articles dans des colloques avec actes, 26 expose´s, invite´ dans des confe´rences ou se´minaires, 9
rapports de contrats ou de mission.
J’ai e´te´ pre´sident de session dans 3 confe´rences internationales.
J’ai e´te´ le repre´sentant pour la France avec Fabrice Thouverez dans le COST F3 Structural Dynamics (1997-
2001) et responsable avec lui du groupe de travail WG3 sur l’Identification des non-line´arite´s.
J’ai participe´ a` l’organisation de 4 colloques (trois internationaux et un national).
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Re´sume´
Ce rapport d’habilitation a` diriger des recherches tente de brosser a` grands traits, une grande partie de mon
travail de recherches et d’enseignements depuis plus d’une quinzaine anne´es sur l’identification de parame`tres en
dynamique des structures et des mate´riaux. Il est constitue´ de sept chapitres dont les cinq premiers concernent
ma recherche passe´e et a` venir et dont les deux derniers pre´cisent les enseignements effectue´s, les stagiaires
encadre´s ainsi que les re´fe´rences bibliographiques personnelles.
Parmi les quatre premiers chapitres traitant de ma recherche passe´e ou actuelle, le premier donne un aperc¸u sur
la de´marche inverse et sur l’identification de parame`tres. De fac¸on tre`s re´ductrice, un proble`me d’identification
de parame`tres se rame`ne a` inverser un ope´rateur mathe´matique reliant les parame`tres inconnus aux donne´es
expe´rimentales. L’ensemble des parame`tres intervenant dans le mode`le de comportement choisi et l’ensemble
des donne´es mesure´es sont de´terminants pour la re´solution du proble`me d’identification.
Le choix du mode`le de comportement et de ses parame`tres ainsi que le choix du type de donne´es (donne´es brutes,
traite´es, filtre´es, etc) peut eˆtre regroupe´ sous la proble´matique de la repre´sentation du proble`me vibratoire
inverse. Cette recherche est au coeur de mon travail actuel et fait l’objet des deux chapitres suivants. Plus
pre´cise´ment, le second chapitre s’inte´resse a` la repre´sentation du phe´nome`ne vibratoire e´tudie´ et en particulier
aux parame`tres du mode`le de comportement et le troisie`me chapitre, a` la repre´sentation de l’ensemble des
donne´es de mesure.
Le quatrie`me chapitre pre´sente quelques techniques d’identification que j’ai e´tudie´es pour identifier les pa-
rame`tres de comportement suivant les applications traite´es.
Le cinquie`me chapitre ouvre quelques perspectives pour la recherche que je souhaiterai entreprendre dans
l’avenir.
Finalement ce me´moire n’est pas uniquement un rapport de synthe`se, encore moins un livre exhaustif sur le sur
l’identification de parame`tres en vibration inverse. Les questions qui m’ont pre´occupe´ et qui me pre´occupent
encore sont pre´sentes.
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Chapitre 1
Ge´ne´ralite´s sur les proble`mes inverses et
l’identification de parame`tres
L’identification de parame`tres a` partir d’essais en dynamique qui est au coeur de mon travail de recherche,
rele`ve d’une de´marche inverse. Ce premier chapitre rappelle quelques notions ge´ne´rales importantes pour l’e´tude
de proble`mes inverses ; il est en relation directe avec les enseignements que j’ai dispense´s dans le cadre du DEA
Ge´omate´riaux a` l’Universite´ de Marne-la-Valle´e et aussi dans le cadre de la dernie`re anne´e du cycle universitaire
italien de l’Universite´ de Trente dans le nord-est de l’Italie, et avec les expose´s que j’ai donne´s lors de se´minaires
internes ou invite´s et dans plusieurs universite´s e´trange`res.
Ce chapitre dans une premie`re phase, pose les fondements de la proble´matique inverse. Il pre´sente ensuite dans
une approche de´terministe, la re´solution classique d’un proble`me inverse line´aire en dimension finie et donne
quelques remarques pour le proble`me inverse non line´aire. La deuxie`me phase concerne l’identification de pa-
rame`tres qui permet de relier un mode`le mathe´matique the´orique et une se´rie de mesures expe´rimentales.
Quelques me´thodes d’identification de parame`tres en dynamique line´aire et non line´aires sont finalement
pre´sente´es.
La notation retenue ici est celle utilise´e en dynamique des structures qui est le domaine d’application privile´gie´
de ma recherche. De plus, l’e´tude est limite´e aux proble`mes en dimension finie : les observations, les questions
pose´es et les mode`les peuvent eˆtre repre´sente´s et traite´s de fac¸on nume´rique.
A De´finition et position du proble`me inverse
En examinant la de´finition donne´e par J.B. Keller sur les proble`mes inverses : “Deux proble`mes sont inverses
l’un de l’autre si la formulation d’un proble`me ne´cessite la connaissance partielle ou comple`te de l’autre.” (1),
il est manifeste que le qualificatif direct ou inverse est arbitraire. Les deux proble`mes sont de´finis mutuellement
de fac¸on re´cursive : la question me´taphysique ce´le`bre : “qui est la poule ? qui est l’oeuf ?” pourrait se transcrire :
“quel proble`me est direct ? quel proble`me est inverse ?”. Dans certains cas, il est difficile de diffe´rencier le
proble`me direct et le proble`me inverse associe´. Ce sont alors des raisons historiques ou chronologiques qui
permettent de trancher : le proble`me direct a e´te´ traite´ le premier et peut-eˆtre avec plus de de´tails ; il est
ge´ne´ralement le proble`me le plus “facile” a` re´soudre, parce qu’il est “bien pose´”. La de´marche inverse est “tre`s
ancienne”, citons “l’Alle´gorie de la caverne” chez Platon(2) ou` l’homme enchaˆıne´ au mur d’une caverne cherche a`
reconstruire la “re´alite´” a` partir de l’observation des ombres projete´es sur le mur de la caverne, mais aussi “tre`s
re´cente” comme avec les outils actuels d’imagerie me´dicale, de haute technicite´, qui re´solvent des proble`mes
1J.B. Keller, 1976, Inverse problems, American Mathematical Monthly 83, pp.107-118. La phrase e´nonce´e est traduite de l’an-
glais : “Two problems are called inverse to each other if the formulation of each of them requires full or partial knowledge of the
other.”
2Le mythe de la caverne est tire´ du livre VII de “La Re´publique” : “Figure toi des hommes dans une demeure souterraine, en
forme de caverne, ayant sur toute sa largeur une entre´e ouverte a` la lumie`re ; ces hommes sont la` depuis leur enfance, les jambes et
le cou enchaˆıne´s, de sorte qu’ils ne peuvent ni bouger ni voir ailleurs que devant eux, la chaˆıne les empeˆchant de tourner la teˆte ;
la lumie`re leur vient d’un feu allume´ sur une hauteur, au loin derrie`re eux ; entre le feu et les prisonniers passe une route e´leve´e :
imagine que le long de cette route est construit un petit mur, pareil aux cloisons que les montreurs de marionnettes dressent devant
eux et au dessus desquelles ils font voir leurs merveilles.”
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inverses complexes en temps re´el. Les proble`mes inverses connaissent un regain d’inte´reˆt croissant depuis une
vingtaine d’anne´es, parce qu’on les rencontre dans de tre`s nombreuses applications(3).
Au cours de l’histoire de l’humanite´, la connaissance scientifique a sans cesse cherche´ a` re´pondre a` une exigence
de clarification et d’unification des phe´nome`nes naturels pour permettre a` l’homme de mieux appre´hender le
re´el. Dans cette tentative d’organisation simplificatrice et de structuration du re´el, la recherche d’un mode`le
mathe´matique permettant la transition entre le re´el et la syste´ma-tisation des phe´nome`nes constitue un
maillon essentiel. Le mode`le, instrument “pont”, relie les deux rives : l’expe´rience sans laquelle la the´orie
devient dogme rigide et la the´orie sans laquelle l’expe´rience se perd en errements. Le mode`le mathe´matique
pour un proble`me de me´canique comporte habituellement des parame`tres qui peuvent eˆtre d’origine ge´ome´trique
(longueur, volume,· · · ), d’origine me´canique (caracte´ristiques des mate´riaux constitutifs comme par exemple les
composantes du tenseur d’e´lasticite´, · · · ) ou thermique, . . . , des conditions initiales, des conditions aux interfaces,
ou qui sont sans signification physique . . . Ces parame`tres sont rassemble´s dans un vecteur note´ X .
Pour ame´liorer la connaissance d’un syste`me physique et la compre´hension de son fonctionnement et par le fait
pour parfaire son mode`le, l’observation du syste`me physique est une e´tape incontournable. Elle consiste en
une collection finie de mesures ou donne´es expe´rimentales. La mesure peut eˆtre de deux types : (1) mesure des
sollicitations ou entre´es ou encore causes, obtenue en un ou plusieurs point(s) de la structure et regroupe´e dans
un vecteur note´ F et (2) mesure des re´ponses ou sorties ou encore effet, de la structure a` cette sollicitation,
mesure´e en un ou plusieurs point(s) de la structure et regroupe´e dans un vecteur note´ umes. De plus, la re´ponse
du mode`le aux sollicitations est note´e umod (par souci de simplification, on la notera par la suite u quand il
n’y aura pas d’ambigu¨ıte´).
Dans certaines situations, la mesure permet d’acce´der directement a` l’information utile sur le syste`me e´tudie´ :
on parle de mesure directe. Dans les autres situations, plus fre´quentes, les informations recherche´es ne sont
pas directement accessibles a` la mesure, mais elles sont physiquement relie´es a` d’autres grandeurs accessibles
a` la mesure : on est en situation de mesure indirecte. C’est le cas dans les techniques inverses : connaissant
les sorties, on cherche a` remonter a` certaines caracte´ristiques, habituellement internes et e´chappant a` la mesure
directe.
Dans la the´orie inverse “classique”, on fait en premier lieu, l’hypothe`se qu’il existe un mode`le ou une the´orie
mathe´matique permettant de relier les parame`tres du mode`le aux donne´es expe´rimentales mesure´es. Lorsque l’on
ne dispose pas de formulation mathe´matique pour l’ope´rateur reliant les parame`tres aux donne´es expe´rimentales
mais d’une base d’exemples obtenus a` partir d’expe´rience passe´es ou simule´es, on peut employer les re´seaux de
neurones(4) pour la construction d’un mode`le de relation entre´e-sortie(5). Dans ce qui suit, on va supposer que
la formulation mathe´matique de cet ope´rateur a e´te´ e´tablie pendant l’e´tablissement du proble`me direct. Les
e´quations de la physique permettent ge´ne´ralement d’exprimer la re´ponse du mode`le umod comme une fonction
implicite de F et de X :
A (F , umod,X ) = 0 (1.1)
ou` A de´signe un ope´rateur mathe´matique.
Dans certaines situations comme la gravime´trie ou le cas d’approximations line´aires de certains proble`mes ou
autres, le mode`le prend une forme explicite :
umod = A (F ,X ) (1.2)
3Parmi les applications inte´resse´es par les proble`mes inverses, on peut citer de fac¸on non exhaustive : optique, radar, calorime´trie,
spectroscopie, ge´ophysique, me´te´orologie, oce´anographie, acoustique, radioastronomie, controˆle non destructif, ge´nie biome´dical,
instrumentation, imagerie, ge´nie civil et ge´nie me´canique.
4Les re´seaux de neurones sont des associations de nombreux processeurs e´le´mentaires tre`s simples (neurones), dont le comporte-
ment collectif remplit une fonction donne´e souhaite´e par l’utilisateur. Celui-ci doit proce´der a` l’apprentissage du re´seau, c’est a` dire
le modifier progressivement en lui soumettant les exemples du comportement qu’il attend de lui, jusqu’a` ce que son comportement
soit satisfaisant. Le re´seau de neurones par ses proprie´te´s d’apprentissage et d’approximateur universel, est un outil inte´ressant
dans l’approximation de fonctions complexes, approximation qui reste de´licate dans le cadre de l’identification, car elle implique
souvent l’approximation de fonctions non–line´aires. C’est pourquoi la capacite´ des re´seaux de neurones a` reproduire les fonctions
non–line´aires a conduit les chercheurs a` utiliser ces structures pour la repre´sentation de syste`mes multivariables dynamiques. Mais
leur utilisation n’est pas simple. Pour l’identification, il faut de´terminer la structure ade´quate ainsi que l’algorithme d’adaptation
des poids du re´seau. Actuellement, deux types de structures sont utilise´es : les re´seaux de neurones multicouches et les re´seaux
re´currents.
Citons l’ouvrage de Herve´ Abdi Abdi, H. (1994). Les Re´seaux de Neurones. Grenoble : PUG. (programmes en matlab).
5On peut citer comme exemple d’utilisation classique des re´seaux de neurones : le cas de re´ponses a` des mailings, celui de
variations de cours financiers, tests de qualite´ ”pass-no pass”, ou le controˆle d’un re´acteur chimique ...). La fonction la plus usuelle,
remplie par les re´seaux de neurones est celle de classification d’un objet (image, son...).
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Suivant la connaissance(6) de F , de X ou de umes, trois cas peuvent se pre´senter. Examinons en de´tail les
diffe´rents cas :
1. Les parame`tres du mode`le et la sollicitation sont connus. L’e´tape sui-vante est le calcul de la re´ponse umod
du mode`le a` la sollicitation pour des parame`tres du mode`le fixe´s afin de pre´dire le comportement de la
structure. C’est le proble`me direct qui est habituellement bien pose´ au sens de Hadamard. Les trois
propositions suivantes sont ve´rifie´es : il existe une solution (prop.1), unique (prop.2) et stable (prop.3) par
rapport aux erreurs de donne´es et de discre´tisation(7).
2. Les parame`tres du mode`le et les sorties sont connus mais la sollicitation est inconnue ou partiellement
connue : il y a manque d’information sur la sollicitation. La recherche de l’entre´e F constitue le proble`me
d’identification des sollicitations ou de recherche de la cause. Lorsque l’ope´rateur A peut s’e´crire sous
forme explicite, on a a` inverser la relation suivante :
umes = AX (F ) (1.3)
ce qui conduit a` l’inversion de l’ope´rateur AX . C’est le proble`me inverse de premie`re espe`ce selon
la terminologie employe´e par Natke(8). Parmi les exemples ce´le`bres de proble`mes inverses de premie`re
espe`ce, un des plus fameux peut-eˆtre, est la de´couverte de la plane`te Neptune par Le Verrier, en 1846, a`
partir de calculs analytiques(9).
3. Les sorties et les sollicitations sont connues mais certains parame`tres du mode`le sont inaccessibles a`
l’expe´rience et leur valeur nume´rique ne peut pas eˆtre connue par une mesure directe. On dispose habituel-
lement d’informations supple´mentaires a` celle des sollicitations, e´ventuellement partielles ou incomple`tes,
sur les sorties mesure´es umes aux entre´es F . C’est le proble`me inverse de deuxie`me espe`ce ou
identification de parame`tres ; on a donc :
umes = AF (X ) (1.4)
ce qui revient dans une approche de´terministe, a` se poser la question de l’inversion de l’ope´rateur AF .
Les deux derniers cas caracte´risent la proble´matique des me´thodes inverses : l’information recherche´e est man-
quante ou cache´e (non accessible a` une mesure directe). On va traiter les donne´es de l’expe´rience qui sont en
ge´ne´ral surabondantes, afin d’obtenir l’information recherche´e. Lorsque l’ope´rateur AF ou AX est line´aire, la
relation (1.3) ou (1.4) se traduit en ge´ne´ral, par une e´quation inte´grale de Fredholm de premie`re espe`ce qui
s’exprime sous forme continue, par exemple, pour la relation (1.3) lorsque l’intervalle de temps de la mesure est
[a, b], par :
umes(s) =
∫ b
a
k(s, t)F (t) dt
ou` k(s, t) est la matrice noyau de l’ope´rateur.
Lorsque umes et F de´pendent du temps, si on rajoute ensuite la proprie´te´ de causalite´ lie´e a` la notion de temps,
on obtient une e´quation inte´grale de Volterra(10) de premie`re espe`ce :
umes(s) =
∫ s
a
k(s, t) F (t) dt
Finalement, la proprie´te´ de stationnarite´ (invariance par translation) entraˆıne une relation entre´e-sortie sous la
forme d’un produit de convolution :
umes(s) =
∫ s
a
k(s − t)F (t) dt
6La connaissance ou la donne´e d’un de ces vecteurs signifie que les composantes du vecteur sont accessibles a` la mesure ; leur
valeur nume´rique est parfaitement de´termine´e.
7La stabilite´ implique la continuite´ de l’ope´rateur A vis-a`-vis de perturbations sur les donne´es du proble`me. Dans le cas ou` la
solution du proble`me inverse existe et de´pend continuˆment des donne´es, l’instabilite´ peut encore apparaˆıtre a` cause du mauvais
conditionnement de l’ope´rateur A.
8On peut citer comme re´fe´rence de Natke :
H.G. Natke & N. Cottin 1988 Introduction to system identification fundamentals and survey dans Application of System Identifi-
cation in Engineering, Courses and lectures no296, Eds Natke Universita¨t Hannover, Springer-Verlag.
9Le 1er juin 1846, a` l’Acade´mie des Sciences, Urbain Le Verrier de´clara que la plane`te qui perturbe le mouvement d’Uranus
existe ; il donna sa longitude au 1er janvier 1847 et l’erreur qu’il avait commise (infe´rieure a` 10 degre´s). L’astronome berlinois Johann
Galle (1812-1910) confirma les pre´visions de Le Verrier en de´couvrant expe´rimentalement en 1847 la plane`te Neptune suivant ses
indications.
10On peut citer l’ouvrage de Volterra : Equations aux de´rive´es partielles et the´orie des fonctions. Paris, Presses Universitaires
de France, 1933.
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Plac¸ons nous dans le cas du proble`me inverse de deuxie`me espe`ce. Lorsqu’on est en dimension finie (nombre fini
de mesures soit Nm et de parame`tres soit Np) et lorsque l’ope´rateur AF est line´aire, la relation (1.4) s’exprime
sous une forme matricielle :
umes = AF X (1.5)
ou` AF est une matrice rectangulaire de dimension Nm×Np. Le proble`me inverse se rame`ne a` l’inversion d’une
matrice rectangulaire.
La the´orie de l’inversion ou des me´thodes inverses est donc un ensemble organise´ de techniques mathe´matiques
permettant de re´duire les donne´es d’un proble`me afin d’obtenir une information utile, pertinente sur le syste`me
physique re´el e´tudie´, a` partir d’infe´rences tire´es des observations. Le but des me´thodes inverses est de reconstruire
au mieux l’information manquante pour pouvoir estimer soit la valeur et la position des sollicitations soit la
valeur des parame`tres inde´termine´s.
L’analyse des proble`mes inverses a mis en e´vidence deux conside´rations importantes. Premie`rement, il n’est pas
possible d’attaquer un proble`me inverse si l’on n’a pas pre´alablement une connaissance approfondie du proble`me
direct, c’est-a`-dire de la manie`re dont le syste`me re´pond aux sollicitations qu’on lui impose. Deuxie`mement, leur
caracte`re mal pose´ au sens mathe´matique (sens de Hadamard) entraˆıne qu’une mesure, en tenant compte de
la plage d’incertitude qui l’accompagne, peut correspondre a` un grand nombre de solutions possibles, pouvant
eˆtre fort e´loigne´es les unes des autres.
Notre champ d’investigation pour les mode`les est celui de la me´canique des milieux continus et plus pre´cise´ment
de la dynamique des structures. L’ouvrage(11) de H.D. Bui constitue une excellente introduction aux proble`mes
inverses en me´canique des mate´riaux. Les applications des techniques d’identification propose´es sont la de´tection
non-destructive et la caracte´risation de de´fauts internes, des inhomoge´ne´ite´s et he´te´roge´ne´ite´s, l’identification
des singularite´s en me´canique de la rupture et l’identification des parame`tres physiques des mate´riaux.
B Re´solution d’un proble`me inverse en dimension finie
Pour re´soudre un proble`me inverse, deux approches sont possibles :
– une approche que l’on peut qualifier de de´terministe avec un sens d’explicite. Elle utilise les proprie´te´s “phy-
siques” du proble`me e´tudie´ pour de´finir les espaces et les normes associe´es. Les me´thodes mathe´matiques
qui en de´coulent rele`vent de l’analyse fonctionnelle ; elles jouent sur le choix des espaces qui de´crivent
les variables (donne´es et parame`tres) et de leur topologie qui permettent de de´finir les e´carts associe´s.
On peut aussi introduire des contraintes globales sur les classes de solutions. Le choix des espaces et
des contraintes n’est pas dicte´ par les mathe´matiques mais rele`ve plutoˆt de conside´rations physiques. La
solution du proble`me inverse n’existe en ge´ne´ral pas. On rede´finit alors un nouveau proble`me d’inversion
“re´gularise´” (e´quations normales) avec une nouvelle solution (quasi-solution, solution approche´e, ...) de
telle sorte que la solution “re´gularise´e” de´pende continuˆment des donne´es et qu’elle tende vers la solution
exacte lorsqu’un petit “parame`tre” tend vers ze´ro (en supposant que la solution exacte existe pour des
donne´es proches des valeurs effectivement obtenues par la mesure) (re´gularisation de Tikhonov). Dans
cette approche, le proble`me est ge´ne´ralement aborde´ en dimension infinie avec les questions d’existence,
d’unicite´ et de stabilite´ (qui deviennent de plus en plus complexes a` re´soudre pour des proble`mes non
line´aires) et le proble`me est ensuite re´solu nume´riquement en dimension finie.
– une approche que l’on peut qualifier de probabiliste, fonde´e sur le traitement statistique des donne´es.
On conside`re comme ale´atoires toutes les variables du proble`me afin de prendre en compte toutes les
incertitudes du proble`me. Dans ce cas, le caracte`re fini du proble`me est postule´ au de´part (la discre´tisation
a de´ja` e´te´ faite) et on introduit une information a priori e´labore´e au travers de mode`les probabilistes.
Dans ce paragraphe, on se place en dimension finie : les espaces des mesures et des parame`tres note´s
respectivement M et P, sont de dimension finie (dim(M) = Nm et dim(P) = Np). De plus, on suppose que
Nm > Np : le nombre de donne´es est supe´rieur au nombre des parame`tres inconnus, le proble`me inverse est dit
sur-de´termine´(12). Nous pre´sentons dans le paragraphe suivant, l’approche de´terministe classique pour re´soudre
un proble`me inverse line´aire en dimension finie.
11Huy Duong Bui 1993. Introduction aux proble`mes inverses en me´canique des mate´riaux, Edts Eyrolles, Collection de la Direction
des Etudes et Recherches d’Electricite´ de France. H.D. Bui montre dans son ouvrage comment les principaux outils mathe´matiques
existants en 1993 peuvent eˆtre applique´s a` de nombreux proble`mes inverses en me´canique des mate´riaux et des structures.
12Pour des mode`les discrets en temps, on peut re´duire l’influence du bruit sur l’estimation par moyennage sur le temps lorsque
l’on est dans le cas sur-de´termine´ c’est-a`-dire lorsque le nombre de donne´es est largement supe´rieur au nombre de parame`tres a`
estimer. La justification est principalement statistique : les termes de´pendant du bruit de moyenne nulle deviennent ne´gligeables
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B.1 Cas line´aire
Nous pre´sentons ici la de´marche classique pour re´soudre un proble`me inverse line´aire en dimension finie. On
se replace dans le cas du proble`me inverse de deuxie`me espe`ce donne´e par la relation (1.5) c’est-a`-dire lorsque
l’ope´rateur AF est line´aire par rapport au vecteur des parame`tres X .
Un proble`me inverse n’a pas habituellement de solutions dans sa forme originelle ; ainsi, on trouve des solutions
au proble`me inverse line´aire que si umes ∈ ImAF ou` ImAF est l’image de l’ope´rateur AF
(13). Ce qui n’est
pas habituellement re´alise´ pour des mesures re´elles qui peuvent eˆtre imparfaites ou bruite´es. On re´sout ensuite
le proble`me inverse en projetant orthogonalement le vecteur mesure umes dans l’image de AF
(14). On obtient
une nouvelle formulation fonde´e sur les e´quations normales :
A∗
F
AF X = A
∗
F
umes
ou` A∗
F
de´signe la matrice adjointe de AF
(15). La re´solution de ces e´quations est e´quivalente a` la minimisation
d’une fonction couˆt de´finie au sens des moindres carre´s par l’e´cart entre les donne´es pre´dites par le mode`le et
les donne´es observe´es :
C (X ) = ||umes − AF X ||
2
La technique de minimisation au sens des moindres carre´s(16) est a` la base de la majorite´ des me´thodes inverses
et d’estimation des parame`tres. Elle nous permet d’obtenir une infinite´ de solutions “ge´ne´ralise´es”. L’e´tape
suivante est d’en choisir une, suivant un crite`re de se´lection qui respecte la proprie´te´ de stabilite´ d’un proble`me
bien-pose´ (par exemple : la quasi-solution de norme minimale (appele´e encore solution de Moore-Penrose)(17)
ou la quasi-solution la plus proche d’un vecteur X ref de parame`tres de re´fe´rence).
Lorsque la matrice A∗
F
AF est inversible, alors on a directement la solution des e´quations normales :
X =
(
A∗
F
AF
)−1
A∗F umes. (1.6)
lorsqu’ils sont moyenne´s sur un intervalle de temps assez long. Il faut donc avoir plus de donne´es mesure´es que dans le cas ide´al
non bruite´.
13L’image d’un ope´rateur A est l’ensemble de´fini par :
ImA =
n
Y ∈ M , ∃X ∈ P |AX = Y
o
.
14a` l’aide de la matrice de projection orthogonale sur ImA
F
: A
F
A†F ou` A
†
F de´signe le pseudo-inverse de la matrice
rectangulaire A
F
qui est de´fini par : A†F = V Λ
† U∗ ou` V, Λ et U sont des matrices intervenant dans la de´composition en
valeurs singulie`res de A
F
: U∗ A
F
V = Λ avec U et V e´tant des matrices unitaires respectivement de dimension Nm et Np.
Λ est une matrice de meˆme dimension que A
F
et forme´e a` l’aide des valeurs singulie`res λj (1 ≤ j ≤ Np) de AF : Λ =0BBBBBBBBB@
λ1 0 · · · 0
0 λ2 0
. . . 0
0 0 λNp
...
... 0
0 0 · · · 0
1CCCCCCCCCA
et la matrice pseudo inverse de Λ : Λ† =
0BBBBBBBBBB@
1
λ1
0 · · · 0 0
0 1
λ2
0
. . .
.
..
.
.. 1
λr
.
..
0
0 0 · · · 0
1CCCCCCCCCCA
ou` r est le rang
de A
F
, r ≤ N − p.
15A∗
F
A
F
est une matrice carre´e d’ordre Np, auto-adjointe, semi-de´finie positive. Les valeurs singulie`res λj (1 ≤ j ≤ Np) de
A
F
sont les racines carre´es positives ou nulles des valeurs propres de A∗
F
A
F
.
16Historiquement, la me´thode des moindres carre´es a e´te´ introduite et de´crite par Karl Gauss en 1809. Gauss applique cette
me´thode a` la recherche des orbites des corps ce´lestes dans Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis Solem am-
bientium. La me´thode des moindres carre´s est un ajustement base´ sur la minimisation de la distance euclidienne entre le vecteur
umes et les pre´visions du mode`le umod (dans notre cas : umod = AF
X) : C (X) =
NmP
i=1
 
umesi −
NpP
j=1
AF ij Xj
!2
.
17En 1920, Moore ge´ne´ralisa la notion d’inverse (“general reciprocal” : inverse ge´ne´ralise´) d’une matrice pour inclure toutes sortes
de matrices (par exemple les matrices rectangulaires), e´tablit son unicite´ et ses principales proprie´te´s. Pourtant, la majorite´ de ses
travaux reste`rent dans l’oubli pendant plusieurs anne´es car ils e´taient e´crits avec un formalisme complexe et difficile a` de´chiffrer.
Penrose rede´couvrit l’inverse ge´ne´ralise´ “general reciprocal” en 1955. La solution inverse de Moore Penrose vaut : A†F umes ou`
A†F est le pseudo-inverse de la matrice AF .
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Le cas le plus classique est celui de la re´gression line´aire(18). Cependant, la matrice carre´e A∗
F
AF n’est
ge´ne´ralement pas inversible. La de´marche classique modifie une fois de plus, la formulation du proble`me inverse
en introduisant un “petit” parame`tre strictement positif ε dans les e´quations a` re´soudre :(
A∗
F
AF + εINp
)
Xε = A
∗
F
umes
ou` INp est la matrice identite´ de dimension Np ×Np.
On obtient une version re´gularise´e des e´quations normales pre´ce´dentes (1.6) et Xε est l’approximation de
Tikhonov de la solution ge´ne´ralise´e de norme minimale(19). Cette nouvelle formulation revient a` minimiser une
fonction couˆt augmente´e :
C˜ (X ) = ||umes − AF X ||
2 + ε ||X ||2
On a rajoute´ un terme stabilisant qui sert a` pe´naliser une solution non voulue (oscillations, e´cart important
avec une valeur de re´fe´rence). C’est l’objet des techniques de re´gularisation de Tikhonov(20).
La solution de Moore-Penrose de´pend de umes d’une fac¸on non continue. Dans l’approximation de Tykhonov,
la solution de Moore-Penrose est approche´e par un vecteur Xε, qui est fonction d’un parame`tre de re´gularisation
ε et qui de´pend continuˆment de umes. Un proble`me mal pose´ est par conse´quent, approche´ par une famille de
proble`mes voisins bien pose´s.
Cependant, le vecteur umes est une quantite´ mesure´e ou observe´e. Par conse´quent, elle peut eˆtre entache´e d’une
certaine marge d’erreurs ou d’une certaine quantite´ de bruit que l’on suppose pouvoir majorer par une borne
δ. On note u(δ)mes ce vecteur de mesures bruite´es et X
(δ)
ε
(21) la solution re´gularise´e calcule´e a` partir de u(δ)mes.
On montre que l’e´cart entre X (δ)ε et Xε solution re´gularise´e calcule´e a` partir de umes, peut devenir tre`s grand
lorsque ε tend vers 0(22). C’est le dilemme classique dans l’analyse des proble`mes mal-pose´s. Tikhonov propose
alors de choisir ε a priori comme une fonction de δ de telle sorte que δ
2
ε(δ) → 0 et ε(δ) → 0 lorsque δ → 0.
Le choix a priori de ε(δ) est the´oriquement satisfaisant mais un choix a posteriori fonde´ sur les calculs s’ave`re
plus efficace en pratique. On peut citer le principe d’e´cart propose´ par Morozov(23) qui propose de choisir ε(δ)
de telle sorte que le re´sidu ||AF X (δ)ε − umes(δ)|| soit du meˆme ordre de grandeur que le niveau d’incertitude
dans les donne´es de mesure(24).
Dans un proble`me inverse, la premie`re e´tape est le choix des espaces de donne´es mesure´es et des parame`tres
dont on recherche la valeur ; il faut donc choisir une repre´sentation. C’est une e´tape importante qui m’inte´resse
particulie`rement dans la pe´riode actuelle.
B.2 Cas non line´aire
Lorsque l’ope´rateur AF est non-line´aire, on recherche une estimation de X ou de F de qui entraˆıne une valeur
extreˆme d’un crite`re d’optimalite´ (minimisation de l’erreur quadratique, maximisation de la vraisemblance, ...).
L’optimum ne peut eˆtre trouve´ que par une me´thode ite´rative : on part avec une estimation initiale du vecteur
inconnu X ou F , que l’on affine a` chaque e´tape jusqu’a` ce que les composantes ne varient plus.
18Dans le cas de la re´gression line´aire, on a deux parame`tres a` identifier X1 et X2 (Np = 2) qui doivent ve´rifier : umesi = X1+X2 zi
∀i ∈ [1, Nm]. On obtient :
X =
0BBBB@
Nm
NmX
i=1
zi
NmX
i
zi
NmX
i
z2i
1CCCCA
−1 266664
NmX
i
umesi
NmX
i
zi umesi
377775.
19Xε =
“
A∗
F
A
F
+ εINp
”−1
A∗
F
umes . On montre aise´ment que Xε tend vers A†F umes lorsque ε 7→ 0.
20L’ide´e clef des techniques de re´gularisation de Tikhonov consiste a` accepter une norme re´siduelle ||umes − AF X || non nulle
et en contrepartie, a` “pe´naliser” la solution. On a deux e´tapes : (1) choix de la fonctionnelle a` minimiser : de fac¸on ge´ne´rale, la
solution est obtenue en minimisant la fonction couˆt : Cg (X) = ||umes − AF X ||
2 + ε ||L
“
X −Xref
”
||2 ou` L est une matrice
qui le plus souvent correspond a` l’ope´rateur de´rive´e premie`re ou seconde et Xref repre´sente une valeur de re´fe´rence relie´e a` une
information a priori sur la solution et (2) choix du parame`tre ε dont de´pend la re´gularisation du proble`me inverse. Ce choix est
plutoˆt de´licat : si on donne un poids trop important a` la fonctionnelle stabilisatrice , la solution peut eˆtre beaucoup trop alte´re´e et
si le poids est faible, on se rapproche d’une solution au sens des moindres carre´s.
21X
(δ)
ε =
“
A∗
F
A
F
+ εINp
”−1
A∗
F
u
(δ)
mes .
22||X(δ)ε − Xε || ≤ δ√ε
23Citons la re´fe´rence : V. Badeva & V. Morozov Proble`mes incorrectement pose´s 1991, Masson, Paris.
24||A
F
X
(δ)
ε − umes(δ)|| = δ
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On peut classer les me´thodes d’optimisation en deux familles : les me´thodes de´terministes et les me´thodes
stochastiques.
Les me´thodes de´terministes sont des techniques de recherche locale et donc tributaires de la topologie de la
surface du crite`re a` minimiser ou surface d’erreur. Lorsque la surface est convexe, ces me´thodes sont tre`s
bien adapte´es mais lorsqu’elle pre´sente plusieurs extrema locaux, les re´sultats de l’identification de´pendent
tre`s fortement des valeurs initiales des parame`tres sur lesquelles repose le sche´ma ite´ratif de recherche. Les
me´thodes de recherche se distinguent par l’ordre d’approximation de la fonction couˆt(25) : ordre 0 sans utilisation
de de´rive´es, ordre 1 avec utilisation des de´rive´es premie`res ; ordre 2 avec utilisation des de´rive´es secondes.
Les me´thodes d’ordre 1 sont appele´es me´thodes de descente (par exemple me´thodes de gradient, me´thodes
de gradient conjugue´). La me´thode de Newton est la me´thode classique des me´thodes d’ordre 2 ; la matrice
Hessienne des de´rive´es du second ordre de la fonction crite`re est calcule´e et doit eˆtre inverse´e a` chaque ite´ration
(son inverse peut ne pas exister, en particulier, lorsque l’on se rapproche de l’optimum). Malgre´ des calculs
parfois lourds, la convergence de cette me´thode est rapide. La me´thode de Levenberg-Marquadt est de la meˆme
famille que celle de Newton ; elle recherche une approximation de´finie positive du Hessien de sorte que son
inversion ne pose plus de proble`me. Ce type de proce´de´ revient, comme nous l’avons de´ja` vu pour le cas line´aire,
a` re´gulariser la fonction couˆt.
Les me´thodes stochastiques sont des me´thodes de recherche globale et par conse´quent, plus lourdes. Elles sont
particulie`rement adapte´es lorsque la surface du crite`re pre´sente un grand nombre de maxima ou de minima
locaux. La recherche de l’espace multi-dimensionnel est force´ment ale´atoire et est “discipline´e” de diverses
fac¸ons par les algorithmes. Une grande famille de ces me´thodes est constitue´e des me´thodes me´taheuristiques
apparues a` partir des anne´es 1980, et qui sont au moins pour partie, stochastiques(26). On pre´sente ensuite,
brie`vement, deux d’entre elles : les me´thodes dites de recuit simule´ et les me´thodes dites ge´ne´tiques. Ces
algorithmes permettent de re´soudre des proble`mes d’“optimisation difficile” et ont une de´marche imitant la
nature d’une certaine fac¸on(27) :
– les me´thodes dites de recuit simule´(28) dont le principe de minimisation est emprunte´ a` un processus
me´tallurgique : on chauffe un morceau de me´tal, puis on le laisse refroidir lentement. Le refroidissement
lent et re´gulier du me´tal permet aux atomes de se stabiliser peu a` peu dans une position d’e´nergie
minimale. On cherche a` reproduire l’e´tat quasi-minimal d’e´nergie : le “mouvement” qui permet le passage
d’une configuration de la fonction couˆt a` une configuration de couˆt plus faible se fait en accord avec un
crite`re de probabilite´ fonde´ sur la fonction de Boltzmann(29). De part son crite`re d’acceptance probabiliste
de´pendant des variations de couˆt et d’un parame`tre de controˆle (tempe´rature recuite), certains mouvements
de´gradant le crite`re sont permis, permettant ainsi a` l’algorithme(30) de s’e´chapper du pie`ge constitue´ par
25On de´veloppe la fonction couˆt C (X) = ||umes − AF X ||
2 en se´ries de Taylor au voisinage du minimum X = Xo. Si on se
limite aux termes du second ordre en
∆ X = X − X1 , on obtient : C (X) = C
`
X1
´
+ Gt (X1)∆ X +
1
2
∆ Xt H(X1) ∆ X ou` G (X1) et H(X1) sont respectivement
le vecteur gradient et la matrice Hessienne de la fonction couˆt. La diffe´rentiation de C (X) conduit a` :
H
`
X1
´
∆ X = G (X) − G (X1).
Lorsque X = Xo, on a : G (Xo) = 0 et la relation pre´ce´dente devient :
H
`
X1
´
(Xo − X1) = −G (X1). Si la matrice Hessienne est inversible, on a alors :
Xo = X1 − H−1
`
X1
´
G (X1). Le sche´ma ite´ratif de l’algorithme de Newton est base´ sur cette dernie`re relation ; le vecteur Xk+1
a` l’e´tape (k+1) s’exprime a` l’aide du vecteur Xk a` l’e´tape (k) par : Xk+1 = Xk − H−1
`
Xk
´
G (Xk). La me´thode de Levenberg
Marquadt suit la meˆme de´marche mais en partant de la fonction couˆt augmente´e :eC (X) = ||umes − AF X ||2 + ε ||X ||2.
La matrice Hessienne devient : eH(X) = H(X) + 2ε I
Np
.
26Voici quelques traits communs des me´thodes me´taheuristiques : elles ont une approche permettant de faire face a` l’explosion
combinatoire des possibilite´s ; elles sont d’origine combinatoire : elles ne recourent pas au calcul des gradients de la fonction objectif ;
elles sont inspire´es par des analogies : avec la physique (recuit simule´, diffusion simule´e, etc.), avec la biologie (algorithmes ge´ne´tiques,
recherche tabou, etc.) ou avec l’e´thologie qui est l’e´tude du comportement des animaux dans leur milieu naturel (colonies de fourmis,
essaims de particules, etc.) ; elles peuvent guider, pour une taˆche particulie`re ; une autre me´thode de recherche spe´cialise´e et enfin
elles ont comme inconve´nients, des difficulte´s de re´glage des parame`tres meˆmes de la me´thode, et un temps de calcul e´leve´.
27Parmi ces me´thodes, on compte la me´thode du recuit simule´, les algorithmes ge´ne´tiques, la me´thode de recherche tabou, les
algorithmes de colonies de fourmis, etc.
28Cette me´thode a e´te´ propose´e par des chercheurs d’IBM qui e´tudiaient les verres de spin. Citons l’ouvrage en franc¸ais de P.
Siarry & G. Dreyfus, 1988. La me´thode de recuit simule´, IDSET, Paris.
29La fonction de Boltzmann est une fonction adimensionnelle, de´finie par : e
−∆C
Trec ou` Trec est la tempe´rature recuite qui ge`re la
probabilite´ d’acceptation du mouvement et ∆C repre´sente la variation de couˆt entre les deux configurations.
30Le fonctionnement de l’algorithme de recuit simule´ est le suivant : (1) choisir un point de de´part X ainsi qu’une tempe´rature
initiale T0 et une tempe´rature minimale ; (2) calculer un voisin Y de X ; (3) e´valuer C
`
Y
´
et calculer l’e´cart par rapport au point
d’origine : ∆C = C `Y´−C (X) ; (4) Si ∆C < 0 , on prend le point Y comme nouveau point de de´part, s’il est positif, on peut encore
accepter Y comme nouveau point de de´part, mais avec une probabilite´ e−
∆C
T (qui varie en sens inverse de la tempe´rature T ) ; (5)
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la pre´sence d’optima locaux.
– les me´thodes dites ge´ne´tiques(31) dont l’optimisation s’effectue au travers d’une de´marche qui s’inspire de
certains processus naturels d’e´volution (croisements, mutations) et de se´lection. Ces me´thodes font appel
au vocabulaire de la ge´ne´tique (ge´notype ou chromosome, individu, ge`ne, phe´notype(32)) pour de´crire un
algorithme ge´ne´tique (AG)(33). Un algorithme ge´ne´tique doit conduire(34), a` partir d’une population ini-
tiale, et apre`s de nombreuses ge´ne´rations, a` une population ou` les individus sont tous tre`s “performants” ;
en d’autres termes, a` une solution optimale pour la fonction couˆt retenue(35). On retient quatre points
cle´s pour les AG : 1) utilisation d’un codage des parame`tres, et non des parame`tres eux-meˆmes ; 2) travail
sur une population de points, au lieu d’un point unique ; 3) utilisation des seules valeurs de la fonction
couˆt a` optimiser, et non de sa de´rive´e ou d’une autre connaissance auxiliaire ; 4) utilisation de fonctions de
transition probabilistes, non de´terministes. Le fonctionnement d’un tel algorithme ne garantit nullement
la re´ussite : la probabilite´ existe qu’un pool ge´ne´tique soit trop e´loigne´ de la solution, ou, par exemple,
qu’une convergence trop rapide bloque le processus d’e´volution. Ces algorithmes n’en sont pas moins tre`s
performants et leur utilisation se de´veloppe dans de nombreux domaines(36).
Ingber et al.(37) donnent une comparaison entre les me´thodes par algorithmes ge´ne´tiques et les me´thodes de
recuit simule´. Finalement, la tendance actuelle est l’e´mergence de me´thodes “hybrides” qui s’efforcent de tirer
parti des avantages spe´cifiques d’approches diffe´rentes en les combinant(38).
C Identification de parame`tres en vibration inverse
Rentrons maintenant en de´tail dans la proble´matique de mon travail de recherche.
De grands codes de calcul en me´canique et en dynamique des mate´riaux et des structures ont e´te´ et sont de
nos jours de´veloppe´s et valide´s au contact de grandes expe´rimentations et de re´alisations industrielles. Au fur
et a` mesure que ces mode`les visaient a` repre´senter de plus en plus finement la re´alite´, un besoin d’identification
des parame`tres me´caniques “ e´le´mentaires ” s’est fait sentir et a conduit a` des programmes d’identification
conse´quents. L’application de ces mode`les a` des situations re´elles se heurte souvent a` des incertitudes voire des
me´connaissances soit des parame`tres du mode`le soit des conditions initiales ou encore des conditions aux limites
(souvent variables dans le temps). Ceci est plus particulie`rement vrai dans le domaine non line´aire.
diminuer la tempe´rature T (T =), souvent par paliers et (6) re´pe´ter les e´tapes pre´ce´dentes tant que le syste`me n’est pas fige´ (par
exemple que la tempe´rature n’a pas atteint un seuil minimal).
31C’est au de´but des anne´es 1960 que John Holland de l’Universite´ du Michigan a commence´ a` s’inte´resser a` ce qui allait devenir
les algorithmes ge´ne´tiques. Holland poursuivait un double objectif : ame´liorer la compre´hension des processus naturels d’adaptation,
et concevoir des syste`mes artificiels posse´dant des proprie´te´s similaires aux syste`mes naturels. L’originalite´ des travaux de Holland
repose en particulier sur le fait qu’il n’a pas conside´re´ les seules mutations comme source d’e´volution mais aussi et surtout les
phe´nome`nes de croisement (crossover) : c’est en croisant les solutions potentielles existant au sein du pool ge´ne´tique que l’on peut
se rapprocher de l’optimum.
Citons comme re´fe´rence l’ouvrage de D. Goldberg, 1994. Algorithmes ge´ne´tiques, Addison-Wesley.
32ge´notype ou chromosome ou individu : correspond au codage sous forme de geˆnes d’une solution potentielle a` un proble`me
d’optimisation.
ge`ne : un chromosome est compose´ de ge`nes. Dans le codage binaire, un ge`ne vaut soit 0, soit 1.
phe´notype : Chaque ge´notype repre´sente une solution potentielle a` un proble`me d’optimisation. La valeur de cette solution potentielle
est appele´e le phe´notype.
33Les AG font partie des algorithmes e´volutionnaires avec les strate´gies e´volutionnaires (SE) et la programmation d’e´volution
(PE). Ces trois types d’algorithmes sont apparus inde´pendamment au cours des anne´es 1960 et sont bien adapte´s a` l’optimisation sur
un grand nombre de variables. Une ES est conc¸ue pour l’optimisation de variables continues et ne requiert pas de codage/de´codage
binaire des parame`tres a` e´tudier. Une SE inclut par construction un me´canisme de refroidissement similaire au recuit et enfin la
convergence des SE est mieux mathe´matiquement e´tablie que celle des AG. Un algorithme de PE est moins utilise´.
34Pour mettre en oeuvre un algorithme ge´ne´tique, il est ne´cessaire de disposer : (1)d’un codage du vecteur des parame`tres sous
forme de chromosomes (par exemple codage binaire), (2) d’un moyen de cre´er la population initiale, (3) d’une fonction d’e´valuation
pour mesurer la force de chaque chromosome, (4) d’un mode de se´lection des chromosomes les plus performants, (5) d’ope´rateurs
ge´ne´tiques adapte´s au proble`me (ope´rateurs de croisement et de mutation), (6) de valeurs pour les parame`tres de l’algorithme
ge´ne´tique (taille de la population, probabilite´s de croisement et de mutation et (7) d’un crite`re d’arreˆt de la proce´dure.
35Voici un sche´ma d’algorithme ge´ne´tique : (1) initialisation de la population, (2) e´valuation des fonctions objectif, (3) calcul
de l’efficacite´ (4) for i=1 to maximum ite´rations a) se´lection ale´toire, b) se´lection proportionnelle a` l’efficacite´, c) croisement, d)
mutation, e) e´valuation des fonctions objectif, f) calcul de l’efficacite´ end for.
36aussi divers que la pre´vision boursie`re, l’ordonnancement des syste`mes de production ou la programmation des robots d’assem-
blage dans l’industrie automobile.
37Lester Ingber & Bruce Rosen, 1992. Genetic algorithm and very fast simulated reannealing : a comparison. Mathematical and
Computer Modelling, Vol 16(11), pp. 87–100.
38Citons l’ouvrage suivant : Yann Collette & Patrick Siarry, 2002. Optimisation multiobjectif, Eds Eyrolles, Paris.
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C.1 Proble´matique
Revenons sur le sens du mot identification et ensuite sur la proble´matique de l’identification de parame`tres en
dynamique des structures qui guide et soutient ma recherche.
Au sens e´tymologique, l’identification est l’action de rendre identique deux termes pre´alablement diffe´rents ;
dans notre cas l’identification de´signe le processus de construction d’un mode`le mathe´matique du comportement
dynamique d’un syste`me pour que ce mode`le s’accorde a` un champ expe´rimental. L’identification qui de´pend des
deux mondes the´orique et expe´rimental, comporte deux e´tapes : une e´tape de repre´sentation ou caracte´risation
qui consiste a` fixer la forme du mode`le ( par exemple poser les hypothe`ses sur l’ope´rateur de comportement ou
e´tablir la forme des e´quations du mouvement) reliant le vecteur des parame`tres et celui des donne´es mesure´es
et une e´tape d’identification ou estimation des parame`tres qui consiste a` trouver les valeurs nume´riques des
coefficients qui interviennent dans le mode`le. On est en possession : (1) d’un ensemble de donne´es mesure´es, (2)
d’un ensemble de parame`tres d’un mode`le dont on recherche a` estimer les valeurs et (3) d’un ope´rateur reliant
les donne´es aux parame`tres.
Le proble`me de l’estimation des parame`tres est essentiellement un proble`me de traitement de l’information :
comment extraire les meilleures conclusions possibles de l’information incomple`te qui est a` notre disposition.
Pour que la de´marche soit la plus “efficace” (scientifiquement) possible, deux lignes conductrices sont a` suivre,
qui peuvent eˆtre perc¸ues comme contradictoires :
1. prendre en compte toute l’information “pertinente” disponible.
2. se garder de supposer une information disponible alors qu’elle ne l’est pas.
La majorite´ des proble`mes inverses est essentiellement mal pose´e. Les causes d’incertitude sont nombreuses :
(1) erreurs de mesure sur les donne´es, (2) incertitude sur le mode`le, (3) erreurs nume´riques, par exemple lors
de l’interpolation utilise´e pour la discre´tisation d’un mode`le initialement continu.
Comme il a e´te´ pre´sente´ pre´ce´demment, deux approches sont ensuite possibles pour re´soudre un proble`me
d’identification de parame`tres : de´terministe ou probabiliste. Dans ce qui suit, on se limite a` des approches
de´terministes.
C.2 Identification dynamique - Cas line´aire
On peut re´sumer la proble´matique de l’identification dynamique que l’on peut aussi qualifier suivant les
termes de Bui de “vibrations inverses”, de la fac¸on suivante :
Comment, a` partir d’une expe´rience vibratoire sur la structure e´tudie´e, connaˆıtre les caracte´ristiques du mode`le
de son comportement me´canique ?
Les essais vibratoires sont simples a` mettre en oeuvre et les re´ponses vibratoires des structures et des mate´riaux
contiennent des informations tre`s riches sur l’e´tat du syste`me, qualitatives ou quantitatives. Durant la Seconde
guerre mondiale, les premiers essais de vibration au sol des structures ae´ronautiques ont e´te´ imagine´s par les
inge´nieurs allemands mais les techniques d’identification dynamique ont e´te´ re´ellement de´veloppe´s dans les
anne´es 1950 avec la disponibilite´ sur le marche´ d’excitateurs e´lectrodynamiques (1949), de capteurs de vitesse
(1953) et ensuite d’acce´le´rome`tres (1970). Les matrices des fonctions de re´ponses en fre´quence (FRF) et les
re´ponses impulsionnelles (RI) deviennent accessibles avec le de´veloppement des algorithmes de transforme´es de
Fourier rapides (1965) et l’arrive´e de micro-ordinateurs (1970). L’identification modale permet alors d’estimer
les parame`tres modaux (fre´quences propres, taux d’amortissement modaux, formes modales) soit a` partir des
FRFs ou des RIs. Les techniques d’identification ont e´te´ d’abord applique´es sur des structures a` comportement
line´aire, et depuis elles n’ont cesse´ de se de´velopper, de s’ame´liorer et de se complexifier.
Le nombre des algorithmes de´veloppe´s durant les trente dernie`res anne´es n’a cesse´ de croˆıtre. La classification
des me´thodes d’identification modale devient actuellement une taˆche difficile. Les similarite´s entre les diffe´rents
algorithmes provient du fait que les e´quations diffe´rentielles fondamentales qui re´gissent les vibrations du syste`me
sont suppose´es eˆtre du second ordre, line´aires, a` coefficients constants et plus fondamentalement sur les proprie´te´s
qui ont e´te´ suppose´es pour le syste`me : line´aire, invariant dans le temps, observabilite´(39) et re´ciprocite´.
La classification ge´ne´rale donne´e par Maia et al.(40) est fonde´e sur plusieurs crite`res qui ont e´te´ classe´s selon
leur importance par ces auteurs. Le premier crite`re de´coule du domaine dans lequel les donne´es sont traite´es
nume´riquement (temporel, fre´quentiel) ; on pourrait y rajouter le domaine temps-fre´quence pour prendre en
39L’observabilite´ d’un syste`me caracte´rise la possibilite´ de retrouver l’e´tat d’un syste`me en observant sa sortie.
40N. M. M. Maia, J. M. M. Silva, J. He, N. A. J. Lieven, R. M. Lin, G. W. Skingle W-M. To et A. P. V. Urgueira, 1998. Theoretical
and Experimental Modal Analysis ; Hertfordshire : Research Studies Press Ltd.
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compte les techniques utilisant les transformations temps-fre´quence. D’une fac¸on tre`s ge´ne´rale, les me´thodes
dans le domaine temporel ont tendance a` donner de meilleurs re´sultats lorsque le contenu fre´quentiel des donne´es
est situe´ dans une large plage et que le nombre de modes est e´leve´. A l’inverse, les me´thodes fre´quentielles
obtiennent de meilleurs re´sultats si le contenu fre´quentiel est limite´ et si le nombre de modes est relativement
faible. Cependant, les me´thodes dans le domaine temporel peuvent estimer seulement les modes qui se trouvent
dans la plage fre´quentielle de l’analyse et ne peuvent pas prendre en compte les effets re´siduels des modes qui sont
en dehors de ce domaine, a` l’inverse des me´thodes dans le domaine fre´quentiel. La seconde distinction propose´e
par ces auteurs est le caracte`re direct ou indirect. Le qualificatif “indirect” signifie que l’identification est fonde´e
sur le mode`le modal c’est-a`-dire sur les parame`tres modaux (fre´quences propres, taux d’amortissement, formes
modales). Le qualificatif direct est donne´ lorsque la proce´dure repose sur les e´quations matricielles de base de la
dynamique. Le troisie`me crite`re concerne le nombre de modes qui peuvent eˆtre analyse´s ; on parle de me´thodes
a` 1 ou a` plusieurs degre´s de liberte´(41). Le dernier crite`re est fonde´ sur le nombre des entre´es et sur celui
des sorties qui peuvent eˆtre pris en compte par la me´thode, on parle de me´thodes a` une entre´e-une sortie ou
de me´thodes a` une entre´e-plusieurs sorties et finalement a` plusieurs entre´es-plusieurs sorties(42). L’ide´e sous-
jacente de ce crite`re est que les fre´quences propres et les taux d’amortissement modaux ne varient pas en the´orie,
lorsque l’on passe d’une FRF a` une autre. Par conse´quent, il devient alors possible d’obtenir un ensemble de
ces caracte´ristiques modales, plus consistant, en traitant en meˆme temps plusieurs FRFs ou plusieurs RIs.
Allemang et al.(43) introduisent un concept original : le concept d’espace “caracte´ristique” assimilable a` R3 et
dont le re´fe´rentiel est forme´ par deux axes correspondant a` l’information spatiale (en termes de degre´s de liberte´
de l’entre´e et de la sortie reprenant en compte les informations pre´ce´dentes une ou plusieurs entre´es, une ou
plusieurs sorties) et par un troisie`me axe a` l’information temporelle ou fre´quentielle du domaine des mesures.
Ce concept regroupe le premier et le dernier crite`re pre´ce´demment cite´s.
Pour le plan a` suivre de ce paragraphe sur les me´thodes d’identification line´aire, nous retenons le crite`re direct
ou indirect propose´ par Maia ; plus pre´cise´ment, la distinction entre deux types d’approches : une approche
base´e sur la physique du phe´nome`ne (me´canique des vibrations line´aires ou analyse modale) et une approche
base´e sur une description ge´ne´rale des relations entre´e-sortie (the´orie des syste`mes). Dans ces deux approches,
les mode`les reliant les mesures et les parame`tres qui en de´coulent prennent respectivement le qualificatif de boˆıte
blanche (en relation avec une connaissance physique du phe´nome`ne et des lois fondamentales du mouvement)
respectivement de boˆıte noire (sans lien avec une connaissance physique du phe´nome`ne). Cette terminologie
permet aussi d’introduire la notion de mode`le en boˆıte grise pour prendre en compte des mode`les partiellement
base´s sur des connaissances physiques.
On trouve aussi une autre terminologie, avec les qualificatifs de parame´trique et de non-parame´trique, qui
peuvent eˆtre applique´s a` des mode`les ou des me´thodes. Les me´thodes d’identification parame´trique cherchent a`
de´terminer les parame`tres d’un mode`le pre´-suppose´ a` partir de conside´rations physiques sur le phe´nome`ne de vi-
brations pour que la re´ponse du mode`le “colle” avec celle de la structure re´elle. Les me´thodes non-parame´triques
recherchent directement la meilleure repre´sentation fonctionnelle du phe´nome`ne sans hypothe`se a priori sur un
mode`le physique du comportement de la structure. On peut rajouter que dans les me´thodes parame´triques,
les parame`tres sont en nombre fini avec une signification physique claire tandis que dans les me´thodes non-
parame´triques, les parame`tres sont en nombre illimite´, sans signification physique. Nous allons donc analyser
plus en de´tails ces deux approches possibles.
C.2.1 Approche “me´canique”
L’approche “me´canique” est lie´e a` la description physique du phe´nome`ne (la me´canique des vibrations line´aires).
On fait souvent l’hypothe`se simplificatrice supple´mentaire d’amortissement diagonal ou hypothe`se de Basile.
L’approche est alors base´e sur le the´ore`me de de´composition en se´rie des modes normaux du syste`me conservatif
associe´ ou de´composition modale. Cette approche est appele´e analyse modale. La proprie´te´ de de´composition
modale est utilise´e dans la majorite´ des techniques d’identification line´aire.
Une technique ancienne et familie`re des inge´nieurs est la me´thode de lissage de cercles introduite en 1947 par
Kennedy et Pancu(44). L’hypothe`se principale est que la structure se comporte comme un oscillateur au voisinage
de la fre´quence de re´sonance (ce qui implique que les fre´quences propres soient suffisamment e´loigne´es). Alors,
un balayage en fre´quence donne la re´ponse force´e d’un oscillateur dont les parame`tres sont identifie´s a` l’aide
41en anglais, les termes sont : SDOF (single degree of freedom) ou MDOF(multi degree of freedom).
42en anglais, les termes sont : SISO (single-input-single-output) ou SIMO (single-input-multi output) ou encore MIMO (multi-
input-multi output).
43R. J. Allemang and D. L. Brown, 1998. Journal of Sound and Vibration 211(3), 301–322. A unified matrix polynomial approach
to modal identification.
44C-C. Kennedy and C-D-P. Pancu, 1947, Use of the vectors in vibration measurement and analysis, Journal of Aeronautical
Sciences, Vol. 14, pp. 603-625.
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d’une me´thode graphique dans le plan de Nyquist ou le plan de Nyquist inverse(45). Un trace´ de Nyquist (resp.
Nyquist inverse) de la fonction de re´ponse en fre´quence (FRF) produit une courbe voisine d’un cercle(46) (resp.
d’une droite).
Une autre technique un peu ancienne aussi, est celle de l’appropriation modale ou appropriation des forces d’exci-
tation de´veloppe´e par les inge´nieurs de l’ae´ronautique et dont le fondement est principalement expe´rimental(47).
Dans cette technique, un mode normal re´el du syste`me conservatif associe´ est isole´ en re´glant l’amplitude des ex-
citations harmoniques dont la fre´quence est voisine de l’une des fre´quences de re´sonance de la structure e´tudie´e.
Cette technique est habituellement base´e sur le crite`re de re´sonance de phase ou` chaque point de la structure
vibre en phase ou en opposition de phase avec les forces d’excitation. Les forces externes “compensent” les forces
de dissipation visqueuses et le mouvement mesure´ est proportionnel a` la forme du mode e´tudie´. L’identification
dynamique du comportement d’une structure se re´duit alors a` l’identification d’un nombre fini d’oscillateurs
line´aires avec amortissement visqueux. En conclusion, la technique d’appropriation modale est une proce´dure
de test directe qui donne des descriptions modales fiables et permet de faire du recalage de mode`les Ele´ments
Finis. La proce´dure expe´rimentale est bien de´finie si la densite´ modale n’est pas trop importante et si l’amortis-
sement est “faible”. L’hypothe`se de Basile sur l’amortissement limite son application puisque l’hypothe`se d’un
syste`me d’e´quations du mouvement de´couple´es n’est plus ve´rifie´e. Quand la structure a un comportement non
line´aire, la technique donne encore des re´sultats exploitables ; pour cela, la technique d’appropriation doit eˆtre
utilise´e plusieurs fois sur les modes les “plus” non line´aires en faisant varier le niveau de la force d’excitation.
Une proce´dure de de´tection peut eˆtre alors introduite pour obtenir plus d’information sur le comportement non
line´aire.
Les me´thodes d’identification correspondantes utilisent ge´ne´ralement des techniques de minimisation dans le
domaine fre´quentiel ou temporel base´es sur le principe des moindres carre´s entre les re´ponses mesure´es ( fonctions
de re´ponses en fre´quence (FRF) ou re´ponses impulsionnelles (RI)) et les re´ponses du mode`le (de´veloppement
des FRF en fractions rationnelles ou de´veloppement des re´ponses impulsionnelles en se´ries d’exponentielles
complexes amorties).
C.2.2 Approche “the´orie des syste`mes”
L’approche base´e sur la the´orie des syste`mes repose sur la relation de convolution entre l’entre´e et la sortie
dans le cas d’un syste`me line´aire stationnaire. Si l’e´quation de convolution a toujours une solution, l’ope´ration
inverse, de de´convolution est un proble`me mal-pose´. L’ope´ration de de´convolution est en ge´ne´ral tre`s sensible
aux erreurs de mesure qui peuvent conduire a` des proble`mes de non-convergence (oscillations nume´riques). Le
proble`me se complique dans le cas de la dimension finie (relation entre le pas d’e´chantillonnage et le niveau des
erreurs dans les mesures). Pour ces raisons, l’identification des re´ponses impulsionnelles n’est pas effectue´ par des
proce´dures de de´convolution mais habituellement par une estimation de parame`tres d’un mode`le de pre´diction
entre´e-sortie dans le domaine temporel. Le mode`le peut eˆtre repre´sente´ soit en temps continu (par exemple
par un syste`me d’e´quations diffe´rentielles), soit en temps discret (par exemple par un syste`me d’e´quations
re´currentes).
Le mode`le type dans le cas line´aire discret est un mode`le type ARMA(48) ou le mode`le ARMAX(49). L’intro-
duction d’un signal supple´mentaire dans le mode`le NARMAX permet de repre´senter toute perturbation dans
les signaux de mesure mais aussi toute erreur de mode´lisation.
45Le plan de Nyquist ou plan complexe est le plan forme´ en abscisse par la partie re´elle et en ordonne´e par la partie imaginaire
de la fonction de re´ponse en fre´quence.
46On trouve un cercle dans les trois cas suivants : (1) FRF de type mobilite´ dans le cas d’un amortissement visqueux (cercle
parcouru comple`tement lorsque la pulsation varie de 0 a` ∞), (2) FRF de type re´ceptance et (3) de type inertance dans le cas d’un
amortissement hyste´re´tique ide´al ou appele´ encore structural.
47L’appropriation des forces d’excitations a` un mode vibratoire est le fait d’exciter la structure simultane´ment en plusieurs points
par des forces harmoniques de signe et d’amplitude variables pour re´duire dans la re´ponse de la structure la contribution des modes
non de´sire´s.
48Le mode`le ARMA : autore´gressif a` moyenne mobile (Auto Regressive Moving Average) est introduit comme repre´sentation
par Gersch en 1970 ainsi que les e´quations de Yule-Walker pour l’estimation des coefficients du mode`le. Un mode`le line´aire discret
ARMA d’ordre (m,n) est de´fini par une relation line´aire entre umod(t) repre´sente´ par ses e´chantillons
umodk = umod(tk) aux instants tk et F (t) repre´sente´ par ses e´chantillons Fk = F (tk) : umodk + a1umodk−1 + a2umodk−2 + · · ·+
amumodk−m
= b0Fk + b1Fk−1 + b2Fk−2 + · · ·+ bnFk−n.
49Le mode`le ARMAX autore´gressif a` moyenne mobile avec des entre´es exoge`nes (Auto Regressive Moving Average with eXoge-
neous inputs) est un mode`le ARMA plus complet qui tient compte d’un bruit perturbateur w(t) repre´sente´ par ses e´chantillons
wk = w(tk) aux instants tk. Pour le mode`le ARMAX d’ordre (m,n, p), la relation line´aire entre umod(t), F (t) et w(t) s’e´crit :
umodk +
i=mX
i=1
aiumodk−i =
i=nX
i=0
biFk−i +
i=pX
i=1
ciwk−i
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L’utilisation des mode`les de type ARMA a conduit a` de nombreuses techniques d’identification qui peuvent
eˆtre unifie´s dans un meˆme sche´ma : les me´thodes avec une erreur de pre´diction minimum. On montre que le
mode`le ARMA est e´quivalent a` une repre´sentation dans l’espace d’e´tat a` un syste`me line´aire stationnaire, a`
temps discret et soumis a` une excitation stochastique Gaussienne. Cependant pour passer d’un mode`le ARMA
a` la repre´sentation d’e´tat, il y a plusieurs fac¸ons de choisir le passage. Le choix d’une re´alisation de l’espace
d’e´tat par exemple a` l’aide de manipulations alge´briques peut s’ave´rer difficile a` obtenir. De plus, dans notre
optique d’identification, le processus de re´alisation doit eˆtre bien conditionne´ pour eˆtre efficace nume´riquement.
C.3 Identification dynamique - Cas non line´aire - Quelques re´flexions
La recherche d’une pre´cision raffine´e lors de l’identification modale a mis en lumie`re certaines limitations de
ces me´thodes. Ainsi, lorsque plusieurs me´thodes d’identification modale sont applique´es a` une meˆme structure,
les re´sultats obtenus sont parfois tre`s diffe´rents. Il devient alors difficile d’envisager sereinement le recalage du
mode`le nume´rique ou l’e´tablissement de lois de controˆle stables. Il faut noter que ces diffe´rences ne peuvent pas
eˆtre attribue´es a` la mise en oeuvre des algorithmes mais plutoˆt a` la nature me´canique du phe´nome`ne mesure´.
Ainsi, la re´alisation d’une structure articule´e implique la pre´sence de jeux et de frottements. La structure ne
posse`de plus un comportement dynamique line´aire. Aucune des me´thodes classiques d’identification ne tient
compte de ces phe´nome`nes de non-line´arite´s ge´ome´triques. De plus, les mate´riaux utilise´s dans la re´alisation,
comme les mate´riaux composites, ne suivent pas toujours des lois de comportement line´aires. En paralle`le,
les structures subissent des endommagements, ce qui va causer des changements sur leurs caracte´ristiques
dynamiques. Il devient alors ne´cessaire de prendre en compte ces nouveaux comportements dynamiques et de
les identifier correctement.
La premie`re e´tape dans le processus d’identification de structures a` comportement non line´aire est comme nous
l’avons de´ja` dit, la re´solution du proble`me direct et dans notre cas, l’analyse mathe´matique et la re´solution des
e´quations diffe´rentielles non line´aires. De par ses e´tudes sur la the´orie qualitative des e´quations diffe´rentielles(50)
et l’utilisation de re´sultats de probabilite´s en me´cani-que, Henri Poincare´ peut incontestablement eˆtre conside´re´
comme le fondateur de la the´orie des syste`mes dynamiques(51). Citons par exemple, la me´thode approche´e
qui a pris son nom, pour re´soudre les e´quations diffe´rentielles non line´aires. Les travaux de Duffing, au de´but
du XXe`me sie`cle sie`cle, ont aussi inspire´ des ge´ne´rations de me´caniciens et l’e´quation diffe´rentielle de Duffing
(e´quation non line´aire du second ordre d’un oscillateur visqueux avec un terme cubique en de´placement) est de
nos jours tre`s souvent utilise´e pour les applications nume´riques ou dans les benchmarks pour tester l’efficacite´
de telles ou telles me´thodes d’identification non line´aire. L’oscillateur de Duffing(52) sert aussi d’illustration
pour une grande varie´te´ de comportements typiques des syste`mes non line´aires en ge´nie me´canique tels que les
phe´nome`nes de re´sonance et synchronisations de type sous-harmoniques, sur-harmoniques(53) ou encore pour le
pompage e´nerge´tique(54). En ce qui concerne la the´orie mathe´matique des syste`mes non line´aires, la deuxie`me
50De`s son entre´e a` l’Ecole des Mines en 1875, les e´quations diffe´rentielles inte´ressent Henri Poincare´. Apre`s un premier processus
de mode´lisation, autrement dit d’e´criture, les mathe´maticiens de cette e´poque se heurtent au proble`me de leur re´solution. Poincare´
propose sa “the´orie qualitative des e´quations diffe´rentielles” pour les re´soudre ; ce qui implique que l’on proce`de avec me´thode.
Dans sa the`se de doctorat soutenue en 1879, il explique comment, a` partir d’un phe´nome`ne continu, de´fini par des variables
infiniment petites de position et de vitesse e´voluant dans un intervalle de temps extreˆmement petit, on peut e´tudier directement
“l’e´quation diffe´rentielle” du mouvement. Il e´crit : “On cherche simplement a` relier chaque instant a` l’instant imme´diatement
ante´rieur ; on admet que l’e´tat actuel du monde ne de´pend que du passe´ le plus proche, sans eˆtre directement influence´ pour
ainsi dire par le souvenir d’un passe´ lointain”. Il suffit ensuite d’inte´grer tous ces segments infinite´simaux pour de´crire l’e´volution
ge´ne´rale du phe´nome`ne dans un intervalle de temps donne´. Cependant, devant la complexite´ des inte´grales, les solutions sont
souvent approximatives ; les solutions exactes e´tant limite´es aux e´quations les plus simples a` re´soudre.
51Les e´crits de Poincare´ “Nouvelles me´thodes de me´canique ce´leste en trois volumes publie´s entre 1892 et 1899”, conduiront a`
l’e´tude des syste`mes dynamiques et aux mode´lisations des phe´nome`nes non de´terministes, ou “chaotiques”. Poincare´ se pose la
question de l’e´volution d’un des parame`tres d’une e´quation diffe´rentielle sur sa solution et si une petite variation du parame`tre peut
provoquer ou non des changements conside´rables sur l’e´volution globale du syste`me (proble`me de stabilite´ de la solution vis a` vis
d’une perturbation sur un des parame`tres de l’e´quation diffe´rentielle).
Poincare´ fut donc le premier a` conside´rer la possibilite´ d’un chaos dans un syste`me de´terministe dans son travail sur les orbites des
plane`tes. On n’accorda peu d’importance a` ce travail jusqu’au de´but de la the´orie du chaos en 1963.
52L’oscillateur de Duffing est constitue´ d’une plaque me´tallique mince et le´ge`re, encastre´e a` chaque extre´mite´. Au voisinage du
milieu de la barre, se trouve un e´lectro-aimant alimente´ par un courant alternatif. Le passage du courant dans l’e´lectro-aimant
entraˆıne la flexion de la barre. La force de rappel ou interne dans la plaque est proportionnelle au de´placement au cube. L’e´nergie
fournie par l’e´lectro-aimant est dissipe´e durant chaque cycle du courant par re´sistance dans l’air et par e´chauffement interne de la
plaque. Dans cet essai, on peut faire varier l’amplitude du champ magne´tique.
53Pour des syste`mes non line´aires soumis a` une excitation harmonique a` la fre´quence ω, on obtient toujours dans la re´ponse, en
plus d’une oscillation a` la fre´quence ω, des oscillations permanentes sur-harmoniques dont la fre´quence est un multiple entier de
ω (ω, 2ω, 3ω, . . .) et il arrive que sous certaines conditions, apparaissent des oscillations sous-harmoniques dont la fre´quence est
une fraction de ω (ω
2
, ω
3
, ω
4
, . . .). Dans le cas de syste`mes amortis, l’amortissement provoque la diminution des amplitudes des
vibrations sur-harmoniques et les vibrations sous-harmoniques peuvent eˆtre comple`tement atte´nue´es.
54Dans le pompage e´nerge´tique, on cherche a` savoir si l’on peut transfe´rer l’e´nergie de la structure me´canique line´aire sous
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moitie´ du XXe`me voit une explosion de re´sultats mathe´matiques rigoureux sur le comportement qualitatif et
quantitatif des e´quations diffe´rentielles non line´aires(55). Et ce n’est qu’assez re´cemment que ces travaux ont
trouve´ un e´cho chez les dynamiciens des structures.
La plupart des travaux de recherche en identification dynamique non line´aire avant 1990 se sont principalement
concentre´s sur des applications a` des oscillateurs non line´aires avec des e´quations de mouvement relativement
simples, par exemple sur la non-line´arite´ de type Duffing. Cependant, depuis une vingtaine d’anne´es, on constate
quelques tentatives inte´ressantes pour analyser des syste`mes a` plusieurs degre´s de liberte´.
Une deuxie`me e´tape est une auscultation pre´alable de la structure par des tests vibratoires approprie´s permet
de de´celer le caracte`re non line´aire, d’e´valuer l’amplitude des effets non-line´aires et de qualifier la pre´cision
des re´sultats obtenus par l’analyse modale(56). En effet, l’application sans pre´caution des techniques usuelles de
l’analyse modale a` des syste`mes pre´sentant des de´fauts de line´arite´ peut conduire a` une e´valuation grossie`rement
errone´e des caracte´ristiques dynamiques, meˆme pour des non-line´arite´s faibles(57). Dans certaines situations,
cette auscultation peut meˆme donner une ide´e approximative sur la nature des non-line´arite´s. La de´tection des
non-line´arite´s s’effectue habituellement en e´tudiant la de´viation d’une proprie´te´ line´aire applique´e au cas non
line´aire. Une me´thode “classique” est la recherche des distorsions dans les courbes de FRF lorsque l’on fait
varier l’amplitude de l’excitation(58). De telles distorsions peuvent eˆtre analyse´es par la me´thode du premier
harmonique(59). En effet, de manie`re e´quivalente au concept de FRF dans le cas line´aire, il est possible de
de´finir la fonction de transfert ge´ne´ralise´e comme e´tant le rapport complexe de la composante fondamentale sur
l’entre´e harmonique(60). Dans ma the`se, les distorsions engendre´es par une non-line´arite´ cubique sont analyse´es
sollicitations dynamiques vers une structure annexe non line´aire. On cre´e donc, par l’ajout d’une structure a` comportement non
line´aire, un mode de vibration non line´aire tel que la structure annexe concentre l’essentiel de la vibration. Les travaux du professeur
Alexander F. Vakakis et de ses collaborateurs constituent de bonnes re´fe´rences sur cette proble´matique. Ils ont de´ja` partiellement
commence´ de re´pondre aux questions pose´es quant a` la faisabilite´ du pompage e´nerge´tique, d’un point the´orique et d’un point de vue
expe´rimental avec des essais en laboratoire sur des syste`mes simplifie´s (par exemple forme´s de deux masses avec une non-line´arite´
cubique). Citons les deux articles suivants :
A.F. Vakakis, 2001. Inducing passive nonlinear energy sinks in linear vibrating systems , Journal of Vibration and Acoustics, Vol
123, no3, pp. 324-332 et
A.F. Vakakis, L.I. Manevitch, O. Gendelman & L. Bergman, 2003. Dynamics of linear discrete systems connected to local, essentially
non-linear attachements, Journal of Sound and Vibration, Vol. 264, pp. 559-577.
55John Guckenheimer & Philip Holmes, 1983. Nonlinear oscillators, dynamical systems and bifurcations of vector fields, 1e`re ed
1983, corr. 5e`me tirage 1997, Springer Verlag. Ce livre applique les the´ories des syste`mes dynamiques et des bifurcations a` l’e´tude
des oscillations non line´aires.
56Les articles suivants pre´sente´s dans les colloques avec actes (cf. [CONF5], [CONF10] et [CONF14]) de´crivent plusieurs me´thodes
de de´tection, de quantification et de caracte´risation des non-line´arite´s avec pour le deuxie`me cite´, une application aux baˆtiments
sous chargement sismique.
57Il est assez difficile de caracte´riser la “faiblesse” du comportement non line´aire. On peut cependant dire que les non-line´arite´s
sont faibles lorsque les variations des caracte´ristiques dynamiques suppose´es constantes dans le cas line´aire restent faibles dans le
domaine d’amplitude explore´ (par exemple, si les variations temporelles de la fre´quence de re´sonance ne de´passent pas 1 a` 2%).
58Le comportement non line´aire ( meˆme faible) d’une structure se manifeste habituellement par une distorsion des FRFs au
voisinage des “re´sonances”. L’amplitude de la distorsion de´pend du type de non-line´arite´ ainsi que du type et de l’amplitude du
signal excitatoire (cf. ma the`se).
59Dans la litte´rature, on trouve les de´nominations e´quivalentes suivantes : me´thode de line´arisation harmonique, me´thode de
l’e´quivalent harmonique, me´thode du premier harmonique. Cette me´thode est possible lorsqu’une solution pe´riodique de pe´riode T
(T = 2π
Ω
) est envisage´e au proble`me non line´aire en re´gime stationnaire. On substitue a` la repre´sentation temporelle par e´quations
diffe´rentielles, une repre´sentation dans le domaine des fre´quences. Plus pre´cise´ment, on repre´sente chaque histoire temporelle de la
re´ponse par son de´veloppement en se´ries de Fourier pour obtenir un ensemble d’e´quations alge´briques en e´quilibrant les termes a`
la meˆme fre´quence et de commencer une proce´dure ite´rative pour trouver les racines de ces e´quations. Pour le cas d’un syste`me
a` 1 entre´e F (t) et 1 sortie u(t), on e´crit : u(t) = a0+
P∞
n=1 an cos(nΩt)+
P∞
n=1 bn sin(nΩt). Pour n = 1, le signal harmonique
a1 cos(Ωt)+b1 sin(Ωt) est appele´ signal fondamental alors que pour n > 1 , on parle d’harmoniques supe´rieures. En ge´ne´ral, le
signal de sortie est pe´riodique de meˆme pe´riode que le signal d’entre´e sauf dans certains cas (re´sonance sous-harmonique, oscillations
propres, non pe´riodicite´). On peut e´ventuellement introduire un entier υ pour prendre en compte des sous-harmoniques : u(t) =P∞
n=0 An e
i nΩ
υ
t ou` An est un complexe. Pour un oscillateur de masse m, dont les oscillations sont re´gies par l’e´quation diffe´rentielle :
mu¨+FNL(t) = F (t). On suppose F (t) pe´riodique de pe´riode T =
2π
Ω
: F (t) = F0+
P∞
n=1 Fn cos(nΩt)+
P∞
n=1 Gn sin(nΩt). A partir
du de´veloppement en se´ries de Fourier de u(t) , on de´duit celui de u¨(t) = −Ω2 ˘P∞n=1 ann2 cos(nΩt) + P∞n=1 bnn2 sin(nΩt)¯. En
identifiant terme a` terme, on trouve le syste`me d’e´quations alge´briques :8<: F0 = f0−n2 Ω2an + Fn(a0, a1, · · · , an, b1, · · · , bn) = fn−n2 Ω2bn +Gn(a0, a1, · · · , an, b1, · · · , bn) = gn
.
60Dans l’approximation du premier harmonique, on suppose que l’entre´e est de la forme : F (t) = F1 cos(Ωt) . On substitue au signal
global, un signal e´quivalent compose´ uniquement du signal fondamental ou premier harmonique : ufond(t) = u1 cos(Ωt+ϕ1) ou en-
core sous forme complexe u1(F1,Ω) ei(Ωt+ϕ1). La fonction de transfert ge´ne´ralise´e est de´finie par : N1(F1,Ω) =
u1(F1,Ω) e
i(Ωt+ϕ1)
F1e
i(Ωt) =
u1(F1,Ω) e
i ϕ1
F1
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par la me´thode de premier harmonique.
Lorsque le comportement non-line´aire a e´te´ de´cele´, quantifie´, voire caracte´rise´, des me´thodes d’identification
non line´aires peuvent eˆtre alors envisage´es.
Les me´thodes d’identification en dynamique peuvent comme pre´ce´demment, eˆtre re´parties en deux familles : les
me´thodes parame´triques qui posse`dent un nombre limite´ de parame`tres et les me´thodes non-parame´triques qui
a` partir de la connaissance des entre´es et des sorties du syste`me, recherchent la “meilleure” repre´sentation fonc-
tionnelle du comportement du syste`me sans faire d’hypothe`se a priori sur une forme pre´suppose´e. Chacune de
ces familles a des caracte´ristiques propres et des limitations dans leur application(61). Il serait ambitieux de vou-
loir passer en revue l’ensemble des me´thodes existantes pour mettre en valeur les avantages et les inconve´nients
de chacunes. Nous limitons notre expose´ a` quelques me´thodes qui nous ont semble´ prometteuses.
Une premie`re approche appele´e approche par releve´ des forces internes(62) que j’ai e´tudie´e durant ma the`se, est
une me´thode non parame´trique qui recherche une forme approche´e des forces internes(63) qui sont suppose´es
accessibles lors d’un essai de vibration. Les forces internes sont identifie´es par des techniques de lissage dans le
plan d’e´tat (principalement pour les comportements dissipatifs sans me´moire). Masri et al.(64) pose`rent les fon-
dements de la me´thode pour un oscillateur. Les me´thodes de lissage utilisent une technique de re´gression base´e
sur l’approximation bi-dimensionnelle au sens des moindres carre´s suivant originellement les polynoˆmes(65) de
Tchebyshev puis suivant les polynoˆmes de Legendre. A la diffe´rence des polynoˆmes(66) de Legendre, l’erreur
d’approximation avec les polynoˆmes de Tchebyshev tend a` osciller sur l’intervalle [−1, 1] avec une amplitude qua-
siment uniforme. Ainsi une approximation “satisfaisante” ne´cessite moins de termes dans la double sommation
avec les polynoˆmes de Chebyshev qu’avec ceux de Legendre. Pourtant, l’estimation nume´rique des coefficients de
l’approximation bi-dimensionnelle avec les polynoˆmes de Tchebyshev est plutoˆt complique´e. Les de´placement,
vitesse et acce´le´ration doivent eˆtre mesure´s en chaque degre´ de liberte´ ; ce qui ne´cessite une instrumentation
lourde et par suite une analyse nume´rique complexe. Plusieurs auteurs ont tente´ de reme´dier avec plus ou
moins de succe`s a` ces difficulte´s dans les anne´es qui suivirent y compris Masri et Caughey eux-meˆmes ; pour ne
citer qu’un nom citons les travaux de Keith Worden(67). Par exemple, Worden et Tomlinson ont mis au point
des techniques d’interpolation e´labore´es pour reme´dier au proble`me d’un plan d’e´tat “mal” ou insuffisamment
recouvert par les points de mesure. On note un regain d’inte´reˆt pour cette me´thode(68).
Nous allons dans les deux paragraphes suivants pre´senter brie`vement deux approches non-parame´triques qui
constituent un domaine de recherche privile´gie´ en identification dynamique non-line´aire : les de´veloppements
fonctionnels de Volterra et de Wiener qui ont e´te´ e´tudie´s dans ma the`se et les formulations discre`tes de type
NARMAX. Finalement, deux paragraphes du chapitre IV appliquent deux techniques originales pour l’identi-
fication dynamique de structures en pre´sence de non-line´arite´s respectivement sur les vibrations force´es d’une
plaque avec frotteurs et sur les vibrations libres d’une poutre encastre´e-libre avec une non-line´arite´ locale.
C.3.1 Approche non-parame´trique par se´ries de Volterra ou de Wiener
La repre´sentation de Volterra est une extension de la repre´sentation inte´grale des syste`mes line´aires afin de
prendre en compte des termes non-line´aires(69). La relation entre´e-sortie pour un syste`me stationnaire, avec
61Citons l’ouvrage suivant : K Worden ; G R Tomlinson, 2000. Nonlinearity in Structural Dynamics : Detection, Identification
and Modelling University of Sheffield, UK, Institute of Physics and IOP Publishing.
62en anglais : force-state mapping or restoring force surface method.
63Les forces internes sont de´finies comme la diffe´rence entre les forces externes applique´es au syste`me et les forces d’inertie.
Cette notion provient directement de la seconde loi de Newton (l’acce´le´ration d’un corps est proportionnelle a` la force applique´e et
s’effectue dans la direction de la droite d’action de cette force). Dans le cas des oscillations u(t) d’un oscillateur de masse m soumis
a` une force d’excitation F (t), la force interne s’exprime par : fNL(t) = F (t)−mu¨(t).
64S.F. Masri & T.K. Caughey, 1979. A nonparametric identification technique for nonlinear dynamic problems, ASME Journal
of Applied Mechanics, Vol. 46, pp. 433-447.
65Les polynoˆmes de Chebyshev ont e´te´ introduits par Chebyshev en 1859. Le polynoˆme de Chebyshev de degre´ n est de´fini par :
Tn(x) = cos(n arccos(x)).
Ils sont orthogonaux relativement a` la fonction poids 1√
1−x2
sur l’intervalle [−1, 1].
66Pour les polynoˆmes de Legendre avec la fonction poids e´gale a` l’unite´, l’erreur d’approximation a une amplitude qui augmente
en moyenne lorsque l’on se rapproche des extre´mite´s de l’intervalle.
67Citons les deux articles de Keith Worden au Journal Mechanical Systems and Signal Processing en 1990 : Data processing and
experimental design for the restoring force surface method, Part I : “Integration and differentiation of measured time data” and
Part II : “Choice of excitation signal”, Vol 4, pp. 295-344.
68Citons les deux the`ses soutenues a` l’Universite´ de Lie`ge : Vincent Lenearts, 2003. Identification de mode`les structuraux en
dynamique non line´aire (en franc¸ais) et celle de Gae¨tan Kerschen, 2003. On the model validation in the non-linear structural
dynamics.
69Les e´tudes des se´ries fonctionnelles par Vito Volterra datent des anne´es 1880 ; le de´veloppement de la relation entre´e-sortie d’un
syste`me en se´ries s’inspirant du de´veloppement de Taylor d’une fonction. Des ge´ne´ralisations ulte´rieures furent faites par Fre´chet
autour de 1910, tout en restant dans un cadre purement mathe´matique.
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des non-line´arite´s analytiques est de´veloppe´e en se´rie de fonctionnelles Vn [F (t)](70) qui ressemble a` une sorte
de “se´rie de Taylor a` me´moire”. Le nie`me terme de la se´rie est une inte´grale multiple d’ordre n, ou` la partie
inte´gre´e est forme´e du noyau de Volterra d’ordre n que l’on note hn (τ1, · · · , τn), multiplie´ par
j=n∏
j=1
F (t− τj)dτj .
Ainsi, le premier noyau h1 (τ1) repre´sente la re´ponse impulsionnelle de la partie line´aire du syste`me ; les autres
noyaux de Volterra hn (τ1, · · · , τn) pour n > 1 repre´sentent les effets non line´aires du syste`me. On note que
pour un syste`me de Volterra d’ordre M (71), si on multiplie l’excitation par un scalaire α ; les diffe´rents termes
dans le de´veloppement de la re´ponse a` cette nouvelle excitation repre´sentent respectivement les contributions
de puissance line´aire, quadratique, cubique ou nie`me a` la re´ponse totale(72). Les principales limitations des
se´ries de Volterra sont doubles : (1) proble`me de convergence des termes de la se´rie(73) et (2) difficulte´ a`
se´parer la contribution de chaque ope´rateur de Volterra de la se´rie ; rendant de fait la mesure des noyaux
de Volterra, peu facile a` effectuer. Pour reme´dier a` ces difficulte´s, Wiener propose de construire a` partir des
fonctionnelles de Volterra, un nouvel ensemble de fonctionnelles qui sont orthogonales au sens statistique du
terme pour un certain type d’excitation(74). La relation entre´e-sortie s’exprime comme pre´ce´demment a` l’aide
d’une se´rie de fonctionnelles de Wiener : Gn [kn, F (t)]
(75) qui peuvent s’e´crire sous une forme condense´e a` l’aide
des fonctionnelles d’Hermite Ξn orthogonales a` moyenne nulle
(76). Dans le chapitre sur les se´ries fonctionnelles
dans ma the`se, je me suis appuye´ sur l’excellent ouvrage de Schetzen(77), publie´ en 1980. L’auteur de´crit les
motivations qui ont guide´ Wiener dans ses travaux, compare les restrictions pour l’utilisation des diffe´rentes
se´ries fonctionnelles ; cependant, il omet de pre´senter des re´sultats pratiques.
On peut situer l’utilisation des se´ries fonctionnelles de Volterra et de Wiener pour l’analyse des syste`mes non
line´aires dans les anne´es 1960 avec les travaux de Barrett(78). On peut citer les travaux de Spanos et de Vasilis
Marmarelis sur l’application des techniques de corre´lation croise´e pour l’analyse de syste`mes biologiques et
me´caniques. Cependant avant les anne´es 1985, les applications de cette me´thode e´taient principalement dans
le domaine du controˆle. Plusieurs groupes de recherche anime´s respectivement par Billings, Vinh et Tomlinson
ont mene´ des travaux de recherche importants sur l’application de l’approche des se´ries fonctionnelles pour
l’identification des structures non line´aires. Chouychai(79) et Vinh proposent une mesure directe des noyaux de
Volterra lorsque l’entre´e consiste en de multiples impulsions, en faisant varier l’amplitude des impulsions ainsi
que les retards entre les diffe´rentes impulsions et rencontrent des difficulte´s d’ordre expe´rimental conside´rables
principalement pour ge´ne´rer des excitations multi-chocs. Billings de´veloppe des techniques pour les e´quations
de re´currence diffe´rentielles discre´tise´es(80).
70La relation entre´e-sortie e`me 1 entre´e F (t)-1 sortie umod(t) peut s’e´crire :
umod(t) =
∞X
n=1
Vn [F (t)] ou` Vn [F (t)] =
R
R
· · · R
R
hn (τ1, · · · , τn)
j=nY
j=1
F (t− τj)dτj .
71Un syste`me de Volterra d’ordre M est un syste`me pour lequel le de´veloppement fonctionnel de Volterra est limite´ aux M
premiers termes.
72umodα =
MX
n=1
αnVn [F (t)]
73Bien souvent, la repre´sentation d’un syste`me en se´ries de Volterra ne converge que pour un intervalle borne´ de l’amplitude du
signal d’excitation. Ainsi, bien que les premiers termes non nuls de la se´rie de Volterra peuvent, en ge´ne´ral, repre´senter correctement
la majorite´ des syste`mes non-line´aires rencontre´s, a` moins que les conditions de convergence soient e´tablies a priori, la troncature
de la se´rie ne peut pas eˆtre justifie´e. De plus, la se´rie de Volterra n’est pas capable de repre´senter la multiplicite´ des solutions
propres aux syste`mes non line´aires. Le nombre de termes ne´cessaire a` la convergence de la se´rie augmente rapidement lorsque l’on
se rapproche d’un point de bifurcation et la convergence peut parfois eˆtre mise en de´faut bien avant ce point.
74par exemple, on peut trouver dans ma the`se, les cas suivants pour l’excitation : (1)bruit blanc Gaussien stationnaire, (2)bruit
non-blanc Gaussien stationnaire, (3)bruit blanc Gaussien non-stationnaire.
75umod(t) =
n=∞X
n=0
Gn [kn, F (t)]
76Gn [kn, F (t)] =
R
R
· · · R
R
Ξn (F ; t− τ1, t− τ2, · · · , t− τn)
Qi=n
i=1 dτi. Les fonctionnelles d’Hermite sont introduites dans l’ouvrage
de Barrett (cf note de bas de page no 78) lorsque F (t) est un bruit blanc gaussien de niveau de puissance A ; elles sont orthogonales, a`
moyenne nulle et les quatre premie`res fonctionnelles d’Hermite sont : Ξ0(F ; τ) = 1, Ξ1(F ; τ) = F (τ), Ξ2(F ; τ1, τ2) = F (τ1)F (τ2)−
Aδ (τ1 − τ2) et
Ξ3(F ; τ1, τ2, τ3) =
Q3
i F (τi) − A [F (τ1)δ (τ2 − τ3) + F (τ2) δ (τ3 − τ1) + F (τ3) δ (τ1 − τ2)].
77Schetzen fut un e´tudiant de Wiener. Citons son ouvrage : Schetzen 1980. The Volterra and Wiener theories of non-linear
systems, John Wiley & Sons, New-York.
78J.F. Barrett, 1963. The use of functionals in the analysis of nonlinear systems, Journal of Electronics and Control, Vol 15, pp.
567-615.
79Chouychai fut un e´tudiant du Professeur Vinh. Citons sa the`se de doctorat : T. Chouychai 1986. Comportement dynamique
non line´aire des structures, ISMCM, St Ouen.
80Une e´quation de re´currence diffe´rentielle pour un syste`me line´aire et stationnaire discre´tise´es entre une entre´e u(t) et une
excitation F (t) qui peut s’e´crire sous une forme ge´ne´rale par : un = b0Fn + b1Fn−1 + · · ·+ bMFn−M − a1un−1 − · · · − aNun−N .
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On note que l’on peut par analogie avec la the´orie des syste`mes line´aires, a` partir de la repre´sentation en se´ries
de Volterra, de´finir une FRF d’ordre n avec n ≥ 1 comme la transforme´e de Fourier d’ordre n du noyau de
Volterra d’ordre n (81).
La proce´dure d’identification du mode`le de Volterra (resp. de Wiener) d’ordre M , qui caracte´rise au mieux
notre syste`me non line´aire en vibration, est fonde´e classiquement sur la minimisation de la fonction couˆt de´finie
comme une norme(82) de l’erreur de mode´lisation : umodM (t)−umes(t) ou` umod(t) repre´sente la re´ponse du mode`le
d’ordre M en se´ries de Volterra (resp. de Wiener). La proce´dure de de´termination des noyaux(83) est fonde´e
sur une technique de corre´lation croise´e(84) propose´e par Schetzen (cf. note de bas de page no77 ). Les noyaux
s’obtiennent successivement et leur de´termination diffe`re quelque peu suivant le type d’excitation utilise´(85).
Dans le domaine dual, a` partir des FRF d’ordres plus e´leve´s qui peuvent eˆtre vues comme une forme d’analyse
“hypermodale”, on peut aussi estimer les parame`tres des non-line´arite´s de structure par lissage de courbes. La
visualisation des FRF pour des ordres plus e´leve´s que deux est de´licate et la proce´dure d’identification ne´cessite
une proce´dure indirecte.
On trouve une premie`re application importante dans le domaine de la dynamique des structures avec les travaux
de Gifford et Tomlinson(86) qui re´ussissent a` mesurer les noyaux de Volterra d’ordre 2 en utilisant les techniques
d’inter-corre´lation pre´ce´demment cite´es(87). Ils e´tablissent aussi la relation entre les FRFs d’ordre supe´rieur
et les mode`les d’e´quations diffe´rentielles non line´aires ; ils montrent aussi comment on peut interpre´ter les
coefficients ge´ne´ralise´s des se´ries de Volterra comme des re´sonances d’ordres plus e´leve´s ; ces re´sonances donnant
des informations sur les transferts d’e´nergie entre fre´quences. Beaucoup d’auteurs depuis, ont propose´ des
ame´liorations pour l’utilisation des se´ries de Volterra en identification vibratoire non line´aire(88)
Finalement, bien que la the´orie par se´ries de Volterra fournisse une repre´sentation approprie´e pour les syste`mes
non line´aires et qu’elle soit largement de´veloppe´e, elle admet quelques points d’achoppement se´rieux comme par
exemple, la ne´cessite´ pour la non-line´arite´ d’eˆtre diffe´rentiable et la convergence non obligatoirement assure´e.
C.3.2 Approche non-parame´trique par mode`le NARMAX
Le mode`le NARMAX est la version du mode`le ARMAX d’ordre (m, n, p) (89) e´tendu au cas d’une relation
entre´e-sortie non line´aire et introduit par Leontaritis et Billings(90). Dans cette repre´sentation, la pre´diction
de la re´ponse future est faite a` partir de l’excitation et de la re´ponse aux instants passe´s. Ce mode`le est a
priori plus e´conomique que celui obtenu par les se´ries de Volterra qui ne de´pend que l’excitation passe´e. Le
nombre de parame`tres a` identifier augmente tre`s rapidement avec les ordres m et n mais aussi avec l’ordre du
de´veloppement de la fonction non line´aire F qui est ge´ne´ralement effectue´ sur une base de polynoˆmes. La question
est de savoir trancher sur les termes du de´veloppement dont la contribution est significative(91). L’identification
d’un mode`le NARMAX demande deux e´tapes : (1) le choix de la structure du mode`le qui comprend a` la fois
81On de´finit la FRF d’ordre n (higher order frequency response function) par :
Hn(ω1, · · · , ωn) =
R R · · · R+∞−∞ hn(τ1, · · · , τn) e−i(τ1ω1+···+τnωn)dτ1 · · · dτn.
82Le choix d’une norme dans le cas des se´ries de Volterra est plus de´licat a` faire car les fonctionnelles de Volterra ne ve´rifient pas
a` la diffe´rence des fonctionnelles de Wiener, des proprie´te´s d’orthogonalite´ lorsque le signal d’entre´e est un bruit blanc Gaussien.
83Lee et Schetzen qui travaillaient dans le domaine de l’e´lectronique, montre`rent en 1965 que les noyaux de Wiener peuvent eˆtre
de´termine´s directement au moyen de corre´lation croise´es lorsque l’entre´e est un bruit blanc Gaussien.
84La fonction d’intercorre´lation des deux signaux f(t) et g(t) est donne´e par :
Υfg(τ) =
R
R
f(t) g(t− τ)dt.
85On trouve dans ma the`se la de´termination des noyaux de Volterra a` partir des re´ponses a` des excitations de la forme :
Fβ,αi (t) = αi (e(t) + β) ainsi que la de´termination des noyaux de Wiener dans les trois cas d’excitation de´ja` mentionne´s a` savoir :
(1) bruit blanc Gaussien stationnaire, (2) bruit non-blanc Gaussien stationnaire, (3) bruit blanc Gaussien non-stationnaire.
86S.J. Gifford & G.R. Tomlinson, 1989. Recent advances in the application of functional series to nonlinear structures, Journal
of Sound and Vibration, Vol 135, pp. 289-317 et
S.J. Gifford & G.R. Tomlinson, 1989. Understanding multi-degree of freedom non-linear systems via higher order frequency response
functions, Proceedings of the 7th International Modal Analysis Conference, Las Vegas, USA, pp..
87Avec presque toutes les techniques de l’e´poque, l’estimation des troisie`me et quatrie`me noyaux apparaˆıt eˆtre tre`s difficile.
88Citons la the`se de David M. Storer, 1991, Dynamic analysis of non linear structures using higher order frequency response
functions, The`se de l’Universite´ de Manchester, ou` une synthe`se bibliographique est faite.
89Dans le mode`le NARMAX (Nonlinear ARMAX), la relation entre´e-sortie est re´gie par :
umodk = F
“
umodk−1 , · · · , umodk−m , Fk−i, · · · , Fk−n, wk−1, · · · , wk−p
”
+ wk
ou` F(·) est une fonction non line´aire ; par exemple F peut eˆtre de´veloppe´e sous forme polynoˆmiale des erreurs pre´dites, des entre´es
et des re´ponses retarde´s. On trouve aussi l’usage de formulations rationnelles ou de fonctions seuil discontinues.
90I.J. Leontaritis and S.A. Billings, 1985. Input-output parametric models for non-linear systems. Part II : stochastic non-linear
systems, Int. Journal of Control, Vol 41, pp. 329-344.
91Une de´marche ite´rative possible consiste a` : (1) partir d’un mode`le NARMAX “simplifie´” dont la plupart des termes du
de´veloppement de F sont exclus et identifier ce mode`le “simplifie´”, (2) tester l’apport de chacun des termes exclus a` l’e´tape
pre´ce´dente et retenir ceux dont la contribution est importante et (3) re-tester tous les termes qui ont e´te´ retenus dont certains
peuvent devenir sans effet significatif.
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l’ordre (m, n, p) du mode`le et l’ordre du de´veloppement de F et (2) l’estimation des parame`tres. Si l’e´tape (1)
est connue, il existe des me´thodes d’estimation des parame`tres efficaces. Une ame´lioration du sche´ma original est
propose´ par Fabrice Thouverez et Louis Je´ze´quel(92) qui en utilisant des coordonne´es modales pour exprimer le
mode`le NARMAX, re´duisent conside´rablement le nombre de parame`tres. Le nombre de tous les termes candidats
possibles peut tout de meˆme rester important, ce qui rend le processus d’identification complique´ et plus long
en temps de calcul. La de´tection de la structure du mode`le reste encore un proble`me ouvert dans l’identification
de syste`mes pour des mode`les NARMAX sur-parame´trise´s.
De nos jours, les mode`les Ele´ments Finis sont devenus incontournables. Ainsi, l’inte´reˆt s’est accru pour une
classe de techniques d’identification base´e sur les mode`les e´le´ments finis et appele´es techniques de recalage de
mode`les EF. Le recalage de mode`les a d’abord e´te´ introduit dans le contexte de la dynamique de structures
line´aires (93). On peut classer les me´thodes de recalage en deux grandes familles : les me´thodes globales et
locales. Dans les me´thodes globales, le recalage est fait directement sur les e´le´ments des matrices de masse
et de rigidite´. Les matrices recale´es reproduisent correctement les caracte´ristiques dynamiques de la structure
re´elle mais les corrections obtenues n’ont pas force´ment de sens physique. De plus, les proprie´te´s essentielles du
syste`me comme la proprie´te´ de´finie-positive des matrices peuvent eˆtre perdues. Les me´thodes locales conside`rent
uniquement l’estimation des parame`tres physiques incertains tels que le module d’Young et pre´servent les
proprie´te´s mathe´matiques du mode`le initial. L’e´tape de corre´lation entre le comportement du mode`le EF et celui
de la structure re´elle pourrait se faire a` partir des donne´es temporelles brutes (mesure´es et pre´dites). Pourtant,
dans de nombreuses applications, on pre´fe`re effectuer cette comparaison sur une variable tire´e de la re´ponse
physique et qui repre´sente efficacement l’information contenue dans les donne´es mesure´es. Les techniques de
corre´lation les plus populaires utilisent les fre´quences propres et les modes propres. Dans ce cas, la corre´lation est
donne´e par l’erreur relative sur les fre´quences et le crite`re de confiance modale(94). Une autre technique reconnue
est l’utilisation de donne´es dans le domaine fre´quentiel ; ce qui e´vite l’effort d’analyse modale expe´rimentale pour
obtenir les modes et les fre´quences propres et le moyennage pour re´duire les effets est direct. Si la corre´lation
n’est pas satisfaisante, le mode`le EF doit eˆtre corrige´. Cette correction commence avec le choix des parame`tres de
recalage ; pour cela, les techniques de localisation d’erreurs, l’analyse de sensibilite´ et le expertise de l’inge´nieur
sont tre`s utiles. Les nouvelles valeurs des parame`tres de recalage sont calcule´es au moyen de la minimisation
d’une fonction crite`re(95).
Enfin notons que certains auteurs proposent meˆme des “super” mode`les qui sont des mode`les Ele´ments Finis
(EF) avec un maillage beaucoup plus fin que les mode`les utilise´s pour la conception ou la recherche de de´fauts.
Ils pensent que ces super-mode`les peuvent a` terme remplacer les essais re´els puisqu’ils ont suffisamment d’infor-
mations pour permettre le recalage d’un mode`le dans la phase de conception de la structure e´tudie´e. Quoiqu’il en
soit, dans le cycle d’e´tude ou de production des structures, les techniques de recalage de mode`les e´le´ments finis
et d’optimisation des structures prennent une place de plus en plus importante. Pour obtenir les informations
ne´cessaires a` leur mise en oeuvre, les techniques d’identification dynamique doivent eˆtre de plus en plus pre´cises
et fiables. Cet objectif pourra eˆtre re´alise´ premie`rement graˆce aux progre`s technologiques qui rendent les instru-
ments de mesures de plus en plus performants, peut-eˆtre aussi graˆce aux progre`s dans la mode´lisation fine du
comportement des mate´riaux et des jonctions pour les e´le´ments finis et finalement par l’utilisation d’algorithmes
adapte´s aux nouveaux moyens informatiques disponibles.
92F. Thouverez & L. Je´ze´quel, 1996. Identification of NARMAX models on a modal base, Journal of Sound and Vibration, Vol
189, pp. 193-213.
93Citons par exemple l’ouvrage suivant : M.I. Friswell & J.E. Mottershead, 1995. Finite element model updating in structural
dynamics, Kluwer Academic Publishers, London, UK.
94Soient le jeu des variables mesure´es
“
ωmes,φmes
”
et celui de la simulation nume´rique
“
ωsim,φsim
”
. L’erreur relative sur les
fre´quences est donne´e par : ∆f(ωmes, ωsim) =
|ωmes−ωsim|
ωmes
et le crite`re de confiance modale (MAC : modal assurance criterion)
par : MAC(φ
mes
,φ
sim
) =
“
φT
mes
φ
sim
”2“
φT
mes
φ
mes
”“
φT
sim
φ
sim
” Les valeurs du MAC oscillent entre 0 et 1 : la valeur de 1 correspond a` une
corre´lation parfaite. Les fre´quences propres sont toujours estime´es avec un haut niveau de confiance et leur estimation n’est pas
affecte´e par le proble`me de correspondance du maillage entre le montage expe´rimental et le mode`le EF.
95Un des crite`res le plus simple est : 1
2N
NP
i=1
(1−MACi) + ∆f(ωmesi , ωsimi )
ou` MACi de´signe la valeur du MAC correspondant au ie`me mode expe´rimental et N , le nombre de modes conside´re´s dans l’e´tude.
Ce crite`re est ge´ne´ralement non line´aire par rapport aux parame`tres de recalage et il faut alors utiliser une proce´dure ite´rative pour
recaler le mode`le.
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Introduction aux deux chapitres suivants
Avant de de´marrer, il faut donner un cadre a` notre e´tude : soit de´terministe, soit ale´atoire. La me´canique “usuel-
le” est de´terministe mais elle est parfois inadapte´e pour mode´liser des phe´nome`nes qui sont par essence ale´atoires
comme la houle. Depuis une vingtaine d’anne´es, les recherches se sont accrues pour de´velopper la me´canique
ale´atoire qui e´tudie et e´labore des mode`les me´caniques ou` interviennent des e´le´ments ale´atoires(96). Ces e´le´ments
peuvent eˆtre l’excitation ou l’environnement(97) ou les parame`tres qui apparaissent dans la mode´lisation meˆme
de la structure et dont les incertitudes de mode´lisation seront prises en compte a` l’aide de variables ale´atoires.
Des de´veloppements re´cents en dynamique stochastique des structures concernent les approches analytiques
base´es sur les me´thodes de moyennisation stochastique et les repre´sentations par line´arisation a` parame`tres
ale´atoires(98). Jusqu’a` pre´sent, la recherche que j’ai mene´e est reste´e principalement dans le domaine de´terministe
avec une intrusion dans les processus ale´atoires avec le filtrage de Kalman et tout re´cemment avec l’e´tude des
processus localement stationnaires pour mode´liser des excitations ambiantes. Une premie`re e´tape, ne´cessaire et
importante dans l’identification des parame`tres d’un mode`le a` partir des donne´es mesure´es, est de repre´senter
le phe´nome`ne physique a` l’e´tude : dans le cas pre´sent, les vibrations d’un “objet”. Le mot “objet” est pris ici
dans un sens tre`s large et peut repre´senter aussi bien une structure me´canique, un assemblage e´lectronique, ou
tout autre chose.
On a vu dans le chapitre pre´ce´dent, que les proprie´te´s de l’ope´rateur mathe´matique qui relie l’ensemble des
donne´es mesure´es et l’ensemble des parame`tres du mode`le sont importantes pour de´finir une proce´dure d’in-
version. Afin de caracte´riser et de´finir cet ope´rateur mathe´matique, il faut maintenant repre´senter a` la fois les
re´ponses de l’objet et le phe´nome`ne me´canique qui les ge´ne`re. Ce qui constitue le contenu des deux chapitres
suivants : le premier s’inte´resse a` la repre´sentation du phe´nome`ne vibratoire e´tudie´ et en particulier aux pa-
rame`tres du mode`le de comportement et le second a` la repre´sentation de l’ensemble des donne´es de mesure qui
sont naturellement discre`tes.
La repre´sentation du proble`me inverse vibratoire de´pend fortement des proprie´te´s que l’on connait a priori (ou
que l’on pre´suppose) pour le phe´nome`ne me´canique e´tudie´, principalement pour la loi de comportement(99) ;
et en particulier, les proprie´te´s de line´arite´ et de stationarite´. Dans le cas non-line´aire, le choix du mode`le
mathe´matique du comportement de la structure est de´licat : il faut que le mode`le, tout en e´tant aussi simple
que possible, se conduise d’une fac¸on identique au syste`me. Habituellement, un mode`le aussi sophistique´ qu’il
soit, ne reproduit pas parfaitement la re´ponse de la structure pour n’importe quelle source d’excitation mais est
limite´ pour une certaine cate´gorie d’excitation (forme, amplitude, pe´riodicite´ ou non, etc). Aussi, un compromis
pre´cision-simplicite´ doit rester constamment a` l’esprit lors de l’e´laboration d’un mode`le.
Une des questions qui m’a pre´occupe´, et qui me pre´occupe encore, est de savoir si l’on peut caracte´riser un objet
a` l’aide d’une ou plusieurs fonctions et pre´dire son e´tat ou son comportement dans des cas de sollicitations tre`s
divers ?
Ainsi, chaque objet posse`de une re´ponse qui lui est propre en fonction des actions qu’on lui applique. Prenons
l’exemple d’un ensemble de violons. Le frottement de l’archet sur les cordes d’un violon fournit une excitation
acoustique de type harmonique qui excite le tablier du violon et la cavite´ ge´ne`re la re´ponse du violon a` la
sollicitation. Si nous re´glons la tension des cordes de manie`re identique, on s’aperc¸oit qu’ils ne sont pas tous
accorde´s. Les le´ge`res variations de diame`tre des cordes, leur nature, les diffe´rences entre les caisses de re´sonance
font que chaque instrument posse`de sa sonorite´, sa signature. Un stradivarius se distingue du violon de moindre
qualite´.
Nous cherchons ge´ne´ralement a` repre´senter la re´ponse de l’objet soit aux sollicitations qu’il aura a` subir, soit
inde´pendamment de l’excitation. Dans la majorite´ des cas, il est difficile, sinon impossible de repre´senter l’en-
semble des sollicitations auxquelles sera soumis l’objet. Nous cherchons donc a` nous affranchir de cette contrainte.
96citons par exemple les travaux de Soize et de Bouc. Voici quelques communications re´centes : (1) Soize C. & Chebli H., “Random
uncertainties model in dynamic substructuring using a nonparametric probabilistic model”, Journal of Engineering Mechanics -
ASCE, (accepted in February 2002) et (2) Bellizzi S. & Bouc R., Analysis of multi-degree of freedom strongly nonlinear mechanical
systems with random input. Part I : nonlinear modes and stochastic avergaging, Probabilistic Engineering Mechanics, vol 14(3),
pp. 229-244, 1999 et Part II : equivalent linear system with random matrices and power spectral density matrix, Probabilistic
Engineering Mechanics, vol 14(3), pp. 245-256, 1999.
97on peut citer par exemple pour des applications en ge´nie civil : la turbulence atmosphe´rique ou la rugosite´ du sol.
98Par exemple, Soize propose une nouvelle approche pour analyser les incertitudes ale´atoires en dynamique des structures qui
utilise le principe du maximum d’entropie.
99En Me´canique des Milieux Continus, trois types d’e´quations de base sont habituellement e´tablies : (1)les e´quations du mouve-
ment, (2)les e´quations cine´matiques et (3)les e´quations de comportement. Contrairement aux deux groupes d’e´quations duales (les
e´quations du mouvement et les e´quations cine´matiques) qui sont inde´pendantes de la constitution du mate´riau, les e´quations de
comportement de´pendent de la nature physique de l’objet et relient les e´quations de mouvement aux e´quations cine´matiques.
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Nous souhaitons donc qualifier la re´ponse de l’objet a` certaines excitations afin de caracte´riser au mieux le com-
portement de l’objet que l’on teste. Ainsi, nous savons que la re´ponse de tout syste`me line´aire causal avec
des parame`tres constants est e´gale au produit de convolution entre une fonction caracte´ristique de l’objet et
l’excitation. La connaissance de cette fonction permet d’extrapoler la re´ponse de l’objet a` n’importe quel type
de sollicitation, c’est la re´ponse impulsionnelle ou percusionnelle. Dans le domaine de Laplace ou de Fourier,
la transforme´e de la re´ponse impulsionnelle, lorsqu’elle existe, prend le nom de fonction de transfert dans le
domaine de Laplace et de fonction de re´ponse en fre´quence dans le domaine fre´quentiel. Cependant, les notions
pre´ce´dentes deviennent insuffisantes pour de´crire “correctement” le cas de comportement line´aire non station-
naire ou` les caracte´ristiques me´caniques de´pendent du temps ou encore non line´aire. L’analyse de Fourier des
signaux mesure´s (par exemple des re´ponses transitoires de l’objet) ne suffit plus et mon travail actuel s’inte´resse
a` l’analyse temps-fre´quence et a` un traitement approprie´. Une question qui se pose alors est de savoir si l’on peut
trouver un e´quivalent de la fonction de re´ponse en fre´quence, fonde´ sur une transformation temps-fre´quence qui
puisse caracte´riser le comportement non stationnaire ou non line´aire ?
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Chapitre 2
Les parame`tres “physiques” du mode`le
On a de´ja` mis l’accent, dans le chapitre pre´ce´dent, sur une distinction importante entre une identification pa-
rame´trique et une identification non-parame´trique. Cette distinction apparaˆıt initialement dans la repre´sentation
adopte´e pour le phe´nome`ne re´el e´tudie´ (par exemple relation entre´e-sortie). On parle de repre´sentation non-
parame´trique ou encore externe et de repre´sentation parame´trique ou encore interne.
La repre´sentation non-parame´trique est une notion issue de la the´orie des syste`mes. Fonde´e sur des the´ore`mes
essentiellement mathe´matiques, elle a une porte´e ge´ne´rale ; elle permet donc de repre´senter aussi bien le com-
portement d’un syste`me me´canique que celui d’un syste`me chimique ou sociologique. Le syste`me est de´crit
sous une forme mathe´matique : une boˆıte noire, sans lien apparent avec la re´alite´ physique. Plus ge´ne´ralement,
l’identification dite en “boˆıte noire” recouvre un ensemble de techniques de mode´lisation non physiques ou semi-
physiques qui servent a` repre´senter des processus complexes de manie`re a` re´aliser un compromis convenable
entre pre´cision et complexite´. Elles sont utilise´es a` des fins de controˆle, de pre´diction ou de surveillance. Dans
une repre´sentation non-parame´trique, apparaissent encore des “parame`tres” que nous allons tenter d’estimer
par la suite. Ces parame`tres sont “abstraits”, sans relation directe, explicite avec la physique du phe´nome`ne
re´el - ce qui peut expliquer la terminologie de non-parame´trique-. Leur valeur est, au de´marrage de la proce´dure
d’identification, comple`tement arbitraire et n’est soumise a` aucune contrainte a priori. D’ailleurs, quelques tech-
niques d’identification non-parame´trique ont de´ja` e´te´ propose´es dans le premier chapitre.
La repre´sentation parame´trique a une connotation plus concre`te, plus “physique” puisqu’elle s’appuie sur
l’e´criture des lois re´gissant le comportement du syste`me e´tudie´. Dans le cas de syste`mes me´caniques en vi-
bration, la repre´sentation interne sera formule´e au moyen des e´quations de la dynamique des milieux continus
ou des structures. Notre recherche se limite aux phe´nome`nes de dynamique lente dans le domaine des basses
fre´quences(1).
De`s 1920, les inge´nieurs de la construction ae´ronautique, cherchant a` construire des avions les plus le´gers
possibles, se trouvent confronte´s a` re´soudre des proble`mes de vibration et de dynamique des structures. La
me´canique des vibrations occupe donc une place importante dans leur formation et ensuite dans leur travail
quotidien pour la pre´diction du comportement ae´roe´lastique des avions. Pendant quarante ans, les me´thodes
d’analyse limite´es par les moyens de calcul a` leur disposition, se fondent sur des mode`les de structure soit
analytiques, soit re´sultant d’une description de la structure en un petit nombre de degre´s de liberte´ par des
techniques de transfert ou de Rayleigh-Ritz.
A partir des anne´es 60, les moyens informatiques font leur apparition ; leur expansion progressive et leur
constante e´volution bouleversent de fac¸on cate´gorique le panorama des me´thodes de re´solution des e´quations
de la dynamique des structures : les me´thodes traditionnelles sont remplace´es par des me´thodes matricielles
re´sultant de la discre´tisation d’expressions variationnelles. Les progre`s conside´rables de la me´thode des e´le´ments
finis pour l’e´laboration des mode`les de structures en dynamique font croˆıtre en paralle`le, le de´veloppement des
me´thodes de calcul nume´rique. De nouvelles me´thodes nume´riques voient le jour, adapte´es a` la taille toujours
croissante des maillages et a` la complexite´ des e´le´ments structuraux en liaison, qu’exigent les inge´nieurs des
bureaux d’e´tudes.
Si les techniques de calcul nume´rique, telles que les e´le´ments finis, permettent d’obtenir avec une grande pre´cision,
les matrices de masse et de rigidite´ e´lastique pour des structures a` ge´ome´trie complexe et forme´es de plusieurs
assemblages me´caniques, les proprie´te´s d’amortissement sont ge´ne´ralement estime´es avec moins de soin. Les
1Citons le cas par exemple, des re´ponses vibratoires d’un ouvrage de ge´nie civil soumis a` l’arrive´e d’ondes sismiques.
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forces d’amortissement sont souvent introduites dans leur aspect modal ge´ne´ralise´ de fac¸on forfaitaire et sous
des hypothe`ses simplificatrices dans le cas de comportement line´aire (amortissement visqueux, hypothe`ses de
Basile(2), de Rayleigh) pouvant conduire a` des comportements e´loigne´s de la re´alite´.
Une des premie`res questions que je me suis “naturellement” pose´ a e´te´ :
Qu’est-ce que l’amortissement ?
L’amortissement traduit la dissipation d’e´nergie lors de la vibration d’un syste`me me´canique, c’est-a`-dire la
transformation de l’e´nergie de vibration me´canique (e´nergie cine´tique + e´nergie de de´formation) en un autre
type d’e´nergie (ge´ne´ralement en chaleur). Ce qui entraˆıne une diminution de l’e´nergie de vibration et une
irre´versibilite´ du comportement. L’amortissement est donc responsable de la de´croissance des vibrations libres
d’une structure et du fait que les valeurs prises par la re´ponse d’une structure excite´e a` une re´sonance, restent
finies. Les me´canismes provoquant la dissipation sont lie´s a` des phe´nome`nes physiques complexes. Il y a deux
grands types d’amortissement : interne et externe. L’amortissement interne apparaˆıt a` l’inte´rieur d’un volume
de mate´riau tandis que l’amortissement externe apparaˆıt aux joints entre les diffe´rentes parties d’une structure
et est duˆ aux effets de frottement, de glissement ou de cisaillement sur des surfaces en contact.
Je me suis donc inte´resse´ aux diffe´rentes mode´lisations de l’amortissement en vue de les appliquer a` des proble`mes
de vibrations de structures. Dans ma the`se, je me suis limite´ aux mode`les line´aires.
Le contenu de ce chapitre se situe dans la repre´sentation parame´trique. Son but n’est pas de reprendre les
concepts de la the´orie des vibrations pour l’analyse dynamique des structures, ni de pre´senter les me´thodes
nume´riques qui s’y rapportent (pour cela, on peut se rapporter par exemple a` l’ouvrage de Ge´radin et Rixen(3)).
L’approche parame´trique se heurte a` la difficulte´ de de´finir et de mode´liser a priori, les phe´nome`nes de dissipation
et de non-line´arite´s.
Les mode`les rhe´ologiques m’ont toujours inte´resse´ a` cause de leur simplicite´ et des enseignements riches qu’ils
apportent. C’est pourquoi ces mode`les sont encore tre`s utilise´s dans les applications industrielles lors d’une
phase pre´liminaire et en particulier, pour le proble`me de l’isolation vibratoire(4).
Ce chapitre est divise´ en quatre sections. La premie`re est consacre´e a` quelques rappels sur les relations entre
les contraintes et les de´formations appele´es lois de constitutives ou e´quations constitutives. La seconde traite de
quelques mode`les rhe´ologiques line´aires en donnant les principales fonctions caracte´ristiques pour chacun d’eux.
Une attention particulie`re est donne´e aux mode`les utilisant le calcul fractionnel. La troisie`me s’inte´resse aux
e´quations diffe´rentielles de la dynamique. Les re´ponses vibratoires des oscillateurs line´aires base´s sur les mode`les
rhe´ologiques pre´ce´dents sont e´crites. L’application de ces mode`les a` l’isolation vibratoire est aussi pre´sente´e. La
dernie`re section donne quelques re´flexions sur les oscillateurs non line´aires en particulier les mode`les d’hyste´re´sis
lie´s a` la plasticite´ et les mode`les d’endommagement.
A Les e´quations constitutives de la me´canique - Lois de comportement
On se place dans cette e´tude, sous les hypothe`ses de petites de´formations et de comportement isotherme.
On utilise la notation d’Einstein pour l’e´criture tensorielle indicielle.
Le comportement e´lastique est habituellement celui de re´fe´rence. Une relation de comportement e´lastique est
une relation bi-univoque entre les tenseurs de contraintes et de de´formations(5). La the´orie de l’e´lasticite´ rend
compte de mate´riaux qui ont la capacite´ de stocker de l’e´nergie me´canique sans aucune dissipation d’e´nergie.
Sous l’action de forces plus ou moins importantes, les solides subissent des de´formations plastiques, non
e´lastiques, qui de´coulent d’un processus irre´versible : la plus grande partie du travail de de´formation se trans-
forme en chaleur(6). Les contraintes a` l’e´tat final de´pendent du trajet de la de´formation. Autrement dit, un e´tat
de de´formation ne correspond pas a` un e´tat unique de contrainte. Par conse´quent, les e´quations de´crivant la
de´formation plastique ne peuvent pas, en principe, eˆtre conside´re´es comme des relations bi-univoques entre les
composantes du tenseur des contraintes et celles du tenseur des de´formations (cf. relations de la loi de Hooke),
mais elles doivent eˆtre des relations diffe´rentielles.
2L’hypothe`se de Basile stipule que la matrice d’amortissement apparaissant dans la relation (2.24) est diagonalisable dans la
base des modes propres de la structure non amortie.
3M. Geradin & D. Rixen, 1996, The´orie des vibrations. Applications a` la dynamique des structures, 2e e´dition, Masson.
4L’enseignement que j’effectue a` l’ENPC depuis 2002, traite d’isolation vibratoire.
5Dans l’hypothe`se de petites perturbations, on note σij(M, t) les composantes du tenseur de Cauchy et εkl(M, t) celles du
tenseur d’e´lasticite´.
6Lors d’une de´formation plastique, la majeure partie de l’e´nergie (de l’ordre de 95%) est dissipe´e en chaleur, alors que seulement
5% de l’e´nergie fournie par la contrainte est transforme´e en e´nergie interne.
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Ainsi, le comportement des mate´riaux est souvent plus complexe que l’e´lasticite´. L’expe´rience montre que la
de´formation est toujours accompagne´e d’effets thermiques, se traduisant par des e´changes de chaleur et de
variations de tempe´rature. Une description satisfaisante des lois de comportement(7) doit s’effectuer dans le
contexte de la thermodynamique macroscopique pour obtenir une e´criture comple`te des lois de comportement (cf.
Lemaitre et Chaboche(8)). Le postulat de l’e´tat local(9) ge`re l’e´volution de l’e´tat thermodynamique du syste`me
a` l’aide de variables d’e´tat qui sont les variables observables(10) et les variables internes(11) note´es V (m) pour
m ∈ [1, Nv]). On admet qu’il est toujours possible de trouver un syste`me de variables d’e´tat, appele´ normal, qui
posse`de la caracte´ristique suivante : le syste`me n’e´change pas de travail me´canique avec l’exte´rieur et le travail des
irre´versibilite´s inte´rieures est nul dans toute transformation aux variables d’e´tat fige´es(12). Le choix de la nature
et du nombre des variables d’e´tat permet une description plus ou moins pre´cise du phe´nome`ne physique ; le choix
de variables d’e´tat et principalement de variables internes pour la description en fait a` la fois une faiblesse, de
par le nombre de mode`les presque illimite´ (souvent un par auteur !) et une force, de par la possibilite´ de de´crire
une multitude de phe´nome`nes complexes ! Le processus ainsi de´fini sera thermodynamiquement admissible si, a`
chaque instant de l’e´volution, l’ine´galite´ de Clausius-Duhem est satisfaite(13). Cette ine´galite´ s’exprime a` l’aide
de la dissipation volumique Φ(14) qui est ge´ne´ralement de´compose´e en la somme de la dissipation intrinse`que
volumique Φint
(15) et de la dissipation thermique volumique Φthe
(16) : Φ = Φint + Φthe
(17). On dit qu’un
mate´riau est me´caniquement re´versible si Φint est identiquement nulle dans toute transformation ; dans le cas
contraire, le mate´riau est dit irre´versible. Habituellement, on imagine une transformation thermique de dilatation
telle que ε˙ = 0, V (m) = 0 ce qui impose a` l’ine´galite´ de Clausius-Duhem d’eˆtre ve´rifie´e que si s = −∂Ψ∂T .
La dissipation intrinse`que volumique, comme la dissipation thermique, est une somme de produit de dualite´
des forces dissipatives avec des flux thermodynamiques(18). On note que le flux thermodynamique est un terme
de type taux : ddt
(19). La thermodynamique des processus irre´versibles (TPI) permet de trouver une relation
entre les variables duales : les forces Y et les flux y thermodynamiques qui peut s’e´crire sous la forme ge´ne´rale :
Y = Y (y, ε, T, V (m))(20). Si la relation est line´aire, on parle de TPI line´aire(21) ; l’hypothe`se de syme´trie
d’Onsager(22) permet alors l’introduction d’un potentiel de dissipation Ω
(
y
)
qui de´pend uniquement des flux
et qui donne : Y =
∂ Ω
“
y
”
∂y
(23). Il est souvent commode d’exprimer le flux en fonction des forces ; on note ω (Y )
7Lorsque la de´formation des mate´riaux de´passe un certain seuil, la de´formation est une transformation irre´versible, meˆme si les
effets thermiques sont ne´glige´s.
8J. Lemaitre et J.-L. Chaboche, 1996 Me´canique des mate´riaux solides. 2e`me e´dition, Dunod.
9L’e´tat thermodynamique d’un syste`me homoge`ne en e´volution est caracte´rise´ par le meˆme jeu de variables d’e´tat qu’a` l’e´quilibre,
inde´pendamment des vitesses d’e´volution de ces variables. Cette dernie`re hypothe`se implique que toute e´volution peut eˆtre conside´re´e
comme une succession d’e´tats d’e´quilibre (exclusion des phe´nome`nes ultra-rapides).
10En ge´ne´ral, on se limite aux deux variables observables de la tempe´rature T et de la de´formation totale en petites de´formations
11Pour les mate´riaux dissipatifs, l’e´tat actuel de´pend a` chaque instant des valeurs des variables internes d’apre`s le postulat de
l’e´tat local.
12En variables normales, la tempe´rature et l’entropie sont deux variables conjugue´es : T = ∂E
∂S
ou` E est l’e´nergie interne et S
l’entropie du syste`me.
13L’ine´galite´ de Clausius-Duhem contient le second et le premier principes de la thermodynamique. Dans l’hypothe`se de petites
perturbations, elle s’e´crit : σij ε˙ij−ρ
“
Ψ˙ + sT˙
”
−qi T,iT ≥ 0 ou` Ψ est l’e´nergie libre spe´cifique, s est une densite´ d’entropie spe´cifique
et q est le vecteur courant de chaleur. Le point implique la de´rivation par rapport au temps re´el.
14La dissipation volumique Φ est la vitesse de production inte´rieure d’entropie multiplie´e par la tempe´rature. On a : Φ =
σij ε˙ij − ρ
“
Ψ˙ + sT˙
”
− qi T,iT . L’ine´galite´ de Clausius-Duhem entraˆıne que Φ est toujours positive ou nulle.
15Φint = σij ε˙ij − ρ
“
Ψ˙ + sT˙
”
. Elle est ge´ne´ralement dissipe´e sous forme de chaleur. Dans le cas ge´ne´ral ou` Ψ = Ψ
“
ε, T, V (m)
”
,
la dissipation intrinse`que s’e´crit : Φint =
“
σij − ρ ∂Ψ∂εij
”
ε˙ij − ρ
“
∂Ψ
∂T
+ s
”
T˙ − ρ ∂Ψ
∂V (m)
V˙ (m).
16Φthe = −qi T,iT . Elle est dissipe´e par conduction thermique.
17On postule souvent que l’on a de fac¸on se´pare´e les ine´galite´s suivantes : Φint ≥ 0 et Φthe ≥ 0. Ce qui assure que Φ ≥ 0.
18Les forces dissipatives sont les forces thermodynamiques multiplie´es par T . Les forces thermodynamiques sont directement
relie´es aux variables d’e´tat. Elles e´loignent le syste`me de sa position d’e´quilibre : elles caracte´risent l’e´cart a` l’e´quilibre.
19Les flux thermodynamiques entraˆınent le retour du syste`me vers l’e´quilibre : ils caracte´risent donc la vitesse de retour vers
l’e´quilibre.
20Dans le cas ge´ne´ral ou` Ψ = Ψ
“
ε, T, V (m)
”
, on peut de´finir les forces thermodynamiques par : Y =h“
σij − ρ ∂Ψ∂εij
”
, −ρ
“
∂Ψ
∂T
+ s
”
, A(m) = ρ ∂Ψ
∂V (m)
, T,k
iT
et les flux thermodynamiques par : y =
h
ε˙ij , T˙ , −V˙ (m) , − qkT
iT
.
21Pour des syste`mes au voisinage d’un e´quilibre, en petite transformation, on imagine bien que la relation reliant les forces et les
flux thermodynamiques soit line´aire : Y = Ly.
22L’hypothe`se phe´nome´nologique d’Onsager(1931) dit qu’il existe une relation de syme´trie dans le cas ou` les les forces et les flux
thermodynamiques sont relie´s line´airement : Lij = Lji.
23Dans ce cas on a : Ω
“
y
”
= 1
2
y : L : y que l’on peut relier a` la dissipation intrinse`que volumique par : Ω
“
y
”
= 1
2
Φint.
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le potentiel correspondant. Dans le cas line´aire, ω (Y ) est aussi une forme quadratique(24) et on a : y =
∂ ω(Y )
∂Y
.
Dans le cas ou` la relation est non-line´aire, pour de´finir les lois comple´mentaires qui vont de´crire le comportement
irre´versible du syste`me, on postule l’existence d’un potentiel de dissipation (ou pseudo-potentiel) qui est une
fonction continue a` valeur scalaire de´pendant des flux y mais pouvant de´pendre aussi de l’e´tat actuel
(
ε, T, V (m)
)
et telle que : Y =
∂ Ω
“
y,ε,T,V (m)
”
∂y (proprie´te´ de normalite´ ou de dissipativite´ normale)
(25). Le potentiel Ω
est une fonction convexe, positive et nulle a` l’origine dans l’espace des variables flux. L’expression des flux
en fonction des forces peut s’obtenir a` l’aide de la transforme´e de Legendre-Fenchel(26). Si la fonction ω est
suffisamment re´gulie`re (la fonction potentiel ω est une fonction convexe non ne´gative et nulle a` l’origine), alors
ω (Y ) = sup
y
[
y Y − Ω (y)]. Les re`gles comple´mentaires d’e´volution des variables flux s’expriment alors par :
y =
∂ ω
“
Y ,ε,T,V (m)
”
∂Y
. Cette re`gle de normalite´ est suffisante mais non ne´cessaire pour que le second principe
soit ve´rifie´ a priori. Elle s’applique pour les mate´riaux standards ge´ne´ralise´s(27). La difficulte´ de la mode´lisation
des phe´nome`nes me´caniques re´side dans l’expression du potentiel d’e´nergie libre spe´cifique Ψ et du potentiel
de dissipation Ω ou de son dual ω. Cette recherche est aussi e´troitement lie´e a` l’identification de ses potentiels
a` partir d’expe´riences caracte´ristiques. Les variables flux y thermodynamiques et les variables duales Y se
preˆtent bien a` la mesure(28) ; par conse´quent la mode´lisation et l’identification portent ge´ne´ralement sur leurs
e´critures.
Les effets de dissipation d’e´nergie lors de vibration sont duˆs a` de l’amortissement qui peut avoir plusieurs origines
et qui a fait l’objet d’e´tudes particulie`res pendant mes anne´es de recherche passe´es. Il y a plusieurs mode´lisations
possibles pour prendre en compte des phe´nome`nes dissipatifs ; les plus classiques sont la viscoe´lasticite´, la
plasticite´, l’e´lastoplasticite´ et encore la viscoplasticite´. C’est la de´pendance des contraintes vis-a`-vis de l’his-
toire ante´rieure des de´formations qui va pouvoir prendre en compte la dissipation d’e´nergie(29). Dans le plan
contrainte-de´formation, sous sollicitations cycliques, apparaissent des boucles d’hyste´re´sis.
En conclusion, la formulation mathe´matique des mode`les me´caniques retenus doit refle´ter non seulement le
comportement complexe du mate´riau utilise´ (be´ton, acier, mac¸onnerie, composites, etc.) mais aussi les processus
auxquels ils sont expose´s (dissipation, de´te´rioration, etc.). Les parame`tres qui vont eˆtre estime´s sont ceux-la`
meˆme apparaissant dans les lois fondamentales de la me´canique et principalement dans les lois de comportement.
A.1 Comportement e´lastique
L’expe´rience montre que lorsque la de´formation est petite et infe´rieure a` 10−4 , elle de´pend line´airement de
la contrainte : c’est la loi de Hooke(30). Dans le cas tridimensionnel, elle s’e´crit : σij = Cijkl εkl ou` Cijkl sont
les composantes d’un tenseur d’ordre 4 qui a` cause des syme´tries, a 36 composantes inde´pendantes sur les 81 le
24ω
“
y
”
= 1
2
Y : l : Y ou` l et L sont inverses l’un de l’autre.
25On peut noter que la proprie´te´ de syme´trie d’Onsager reste valable au sens de la syme´trie des de´rive´es secondes : ∂
2Ω
∂ym ∂ yn
=
∂2Ω
∂yn ∂ ym
du potentiel de dissipation.
26Soit f(x) une fonction convexe quelconque. La transforme´e de Legendre-Fenchel f∗(y) de f(x) est par de´finition la fonction :
f∗(y0) = max
x
x y0 − f(x) = x0 y0 − f(x0). Si le maximum est atteint pour x = x0, les e´le´ments (x0 , y0) forment alors un couple
associe´.
27Un mate´riau admet une loi de comportement standard ge´ne´ralise´ si l’on peut associer aux lois de comportement du mate´riau
une e´nergie libre et un potentiel de dissipation. L’e´nergie libre s’exprime en fonction des valeurs actuelles des variables d’e´tat et le
potentiel de dissipation, comme une fonction convexe des flux et peut e´ventuellement de´pendre de l’e´tat actuel.
28Les valeurs de et de sont quasiment inacessibles a` la mesure car elles repre´sentent une e´nergie le plus souvent dissipe´e sous
forme de chaleur.
29Certains auteurs parlent de me´moire continue par diffe´rence au comportement e´lastique pour lequel on parle de me´moire
privile´gie´e en ce sens ou` le mate´riau ne se souvient que d’une seule configuration prise comme e´tat de re´fe´rence, en ge´ne´ral l’e´tat
naturel du milieu qui a lieu a` l’instant initial (“zero memory”) ou` le milieu est de´pourvu de contraintes et ou` la tempe´rature est
constante.
30Dans le cas de comportement uniaxial, on trouve la loi de Hooke sous la forme : σ = Eε ou` E est une constante e´lastique
appele´e module d’Young.
Cette relation line´aire trouve une explication physique simple graˆce a` la structure interne du mate´riau et des forces qui agissent
sur les atomes de la structure. Prenons l’exemple d’un solide cristallin qui est stable graˆce aux forces d’interaction (forces ioniques
ou me´talliques ou covalentes ou de Van der Waals, ...) entre les atomes le constituant. On montre que le potentiel interatomique
V (r) est une fonction de la distance atomique r qui admet un minimum pour r = r0 ou` r0 est la distance entre deux atomes qui
correspondrait a` la maille du cristal pour un mate´riau de structure cubique simple. Sous l’action d’une force agissant sur le cristal,
la distance interatomique passe de r0 a` r ; le de´placement u s’e´crit alors : u = r − r0. Un de´veloppement limite´ au deuxie`me ordre
de V (r) au voisinage de r0, ou` V (r) est minimum permet de de´duire que la force d’interaction entre atomes est relie´e line´airement
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constituant. De fac¸on pre´cise, un solide est dit e´lastique si la de´formation et la tempe´rature forment un syste`me
de variables normales et si le mate´riau est re´versible(31). En petite de´formation autour d’un e´tat de re´fe´rence
(de´formation nulle, tempe´rature T0) sans contrainte, on obtient le mode`le de thermo-e´lasticite´ line´aire
(32).
La structure des e´quations de la dynamique dans le cadre de l’e´lasticite´ isotherme sous l’hypothe`se de petites
de´formations est forme´e de trois ensembles d’e´quations : les e´quations dynamiques au nombre de (3) et les
e´quations cine´matiques au nombre de (6) relevant de concepts universels et entre les deux faisant le lien, les
relations de comportement au nombre de (6) qui sont du ressort de la physique particulie`re au mate´riau. Les
e´quations de mouvement ou de l’e´quilibre sont des e´quations globales qui sont conside´re´es comme fiables. Les
e´quations de liaison traduisent des liaisons cine´matiques et/ou des efforts impose´s, parfois difficiles a` e´crire. La
relation de comportement est une e´quation locale, pre´cisant la relation contrainte-de´formation en chacun des
points de la structure. Classiquement, les parame`tres caracte´ristiques apparaissant dans la loi de comportement
du mate´riau sont identifie´s a` partir de re´sultats d’essais en laboratoire. On note que les ope´rateurs qui inter-
viennent dans les chaˆınes dynamique et cine´matique sont adjoints, ce qui est d’une grande importance pour
les proble`mes d’identification de parame`tres dans les lois de comportement. Parmi les me´thodes d’identification
des mate´riaux, on peut citer les travaux de Ladeve`ze(33) qui propose dans le cas e´lastique non homoge`ne, de
rechercher le tenseur d’ordre 4 reliant les tenseurs d’ordre 2 respectivement des de´formations et des contraintes,
dans l’espace des tenseurs d’ordre 4 syme´triques, positifs, minimisant une “erreur en loi de comportement”.
D’ailleurs, la repre´sentation par force interne et l’identification qui en de´coule, est fonde´e sur la meˆme ide´e a`
savoir que la relation de comportement est la plus sujette aux erreurs de mode´lisation de part sa nature.
Dans le proble`me direct pour des mate´riaux e´lastiques dans le cas de la dynamique, si on prend le de´placement
u comme inconnue principale, on aboutit a` un syste`me d’ e´quations aux de´rive´es partielles du second ordre en
u, line´aire si l’e´lasticite´ est line´aire. Classiquement, on se rame`ne a` un syste`me d’e´quations diffe´rentielles (par
exemple re´sultant de la discre´tisation des e´quations aux de´rive´es partielles apre`s utilisation d’une formulation
variationnelle).
A.2 Comportement viscoe´lastique line´aire
A` partir des anne´es 1950, le mode`le de comportement viscoe´lastique line´aire a e´te´ e´tudie´ de fac¸on pre´cise
et de´taille´e par Mandel, Persoz puis Salenc¸on(34). Depuis 1980, la prise en compte des effets viscoe´lastiques est
devenue une pratique courante pour le calcul et le dimensionnement des structures.
L’e´tude des mode`les de comportement viscoe´lastique line´aire a e´te´ commence´e pendant ma the`se.
D’un point de vue thermodynamique, on obtient un comportement visqueux lorsque les forces dissipatives
s’expriment comme une fonction re´gulie`re des flux.
Inte´ressons nous d’abord au cas purement visqueux et isotherme(35). On suppose l’e´nergie libre spe´cifique Ψ de
la forme Ψ
(
ε, T, V (m)
)
(36). Le potentiel de dissipation s’exprime sous la forme : Ω = Ω
(
V˙ (m)
)
. La relation
de normalite´ s’e´crit : A(m) = ρ ∂Ψ
∂V (m)
= − ∂Ω
∂V˙ (m)
. Dans le cas ou` Ψ et Ω sont des formes quadratiques(37) (cas
line´aire), les relations pre´ce´dentes deviennent :
a` u : F = −
“
d2V
dr2
”
r=r0
u. La constante de proportionnalite´ est relie´e a` la courbure du potentiel (cf. J. Douin 1997, Me´canique des
milieux continus. Introduction a` la plasticite´ des mate´riaux. Diderot Editeur, Arts et Sciences.).
31Φint = σij ε˙ij − ρ
∂Ψ
“
ε , T
”
∂εij
ε˙ij est nulle car le processus est re´versible. On obtient donc une relation biunivoque entre la
contrainte et la de´formation, a` une tempe´rature donne´e : σij = ρ
∂Ψ
“
ε , T
”
∂εij
.
32Le mode`le de thermo-e´lasticite´ line´aire est obtenu graˆce a` un de´veloppement de Ψ limite´ au second ordre par rapport aux
variables d’e´tat ε et Υ = T − T0.
33Citons par exemple :
(1) P. Ladeve`ze, 1975, Comparaison de mode`les de milieux continus. The`se de Doctorat d’Etat, Universite´ de Paris VI. et
(2) P. Ladeve`ze, 1996, Me´canique non line´aire des structures, Edts Herme`s.
34Citons le cours de calcul des structures ane´lastiques de Jean Salenc¸on a` l’ENPC : “Viscoe´lasticite´”, 1983, aux Presses de l’Ecole
Nationale des Ponts et Chausse´es.
35La dissipation thermique est nulle, mais la dissipation intrinse`que ne l’est pas.
36On peut imaginer d’abord une transformation a` tempe´rature constante et uniforme qui ne modifie pas les variables internes.
L’ine´galite´ de Clausius-Duhem qui doit eˆtre ve´rifie´e ∀ε, implique que : σij = ρ
∂Ψ
“
ε , T
”
∂εij
. La dissipation intrinse`que s’e´crit alors :
Φint = −ρ
X
m
∂Ψ
∂V (m)
V˙ (m). Les vecteurs de forces dissipatives et de flux thermodynamiques s’e´crivent : Y =
h
A(m) = ρ ∂Ψ
∂V (m)
iT
et y =
h
−V˙ (m)
iT
37ρΨ = 1
2
εij Cijklεkl + ε :
X
m
B(m) : V (m) +
1
2
X
m
V (m) : D(m) : V (m) et Ω = 1
2
X
m
V˙ (m) : E(m) : V˙ (m)
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σij = Cijklεkl +
∑
m
B
(m)
ij : V
(m) et
A(m) = B(m) : ε + D(m) : V (m) = −E(m) : V˙ (m).
Chaque variable interne V (m) ve´rifie une e´quation diffe´rentielle du premier ordre avec second membre.
Ensuite, pour pouvoir rajouter de l’e´lasticite´ et par la-meˆme obtenir un comportement viscoe´lastique, on exprime
classiquement la contrainte en se´parant la partie re´versible de la partie irre´versible : σ = σr +σir. Les relations
pre´ce´dentes s’e´crivent : σrij = ρ
∂Ψ
“
ε , T
”
∂εij
et la dissipation intrinse`que devient :
Φint = σ
ir : ε˙ − ρ
∑
m
∂Ψ
∂V (m)
V˙ (m) = σir : ε˙ −
∑
m
A(m) V˙ (m). Le potentiel de dissipation s’exprime : Ω =
Ω
(
ε˙ :, : V˙ (m)
)
. Les relations de normalite´ s’e´crivent :
σir = ∂Ω
∂ ε˙
et A(m) = ρ ∂Ψ
∂V (m)
= − ∂Ω
∂V˙ (m)
.
Dans le cas line´aire ou` Ψ et Ω sont des formes quadratiques(38), on obtient : σirij = F
(m)
ij : V˙
(m) + ηijkl : ε˙kl et
σrij = Cijklεkl +
∑
m
B
(m)
ij : V
(m)
et finalement :
E(m) : V˙ (m) +D(m) : V (m) = −F (m) : ε˙−B(m) : ε.
On retrouve le mode`le de type Kelvin-Voigt lorsque la de´formation est le seul me´canisme dissipatif ; on obtient
alors : σr = C : ε et σir = η : ε˙. On obtient finalement : σ = η : ε˙ + C : ε. On trouve que comme
pre´ce´demment, chaque variable interne est solution d’une e´quation diffe´rentielle du premier ordre avec second
membre.
Pour le mode`le de type Maxwell, on a une variable cache´e qui est la de´formation visqueuse (du dash-pot) que
l’on note V (1) = ε˙v et on pose F (1) = 0 et η ≡ 0 ; ce qui entraˆıne σir ≡ 0 et σ = σr = C : ε + B : εv. On a
aussi :
Ω = 12 ε˙ : η : ε˙ et E : ε˙
v + D : εv = −B : ε.
On se restreint dans la suite de ce paragraphe a` la viscoe´lasticite´ line´aire qui en ge´ne´ral, peut suffire pour e´tudier
le comportement de mate´riaux viscoe´lastiques (comme certains polyme`res). On s’inte´resse a` la formulation
fonctionnelle de la relation contrainte-de´formation. On s’inte´resse au cas ou` l’ope´rateur qui relie la contrainte et
la de´formation est univoque, continue, line´aire et vieillissant. Lorsque l’espace ou` varient les de´formations et les
contraintes est celui des fonctions diffe´rentiables, le the´ore`me de Riesz-Radon permet de repre´senter l’ope´rateur
contrainte-de´formation sous la forme d’une inte´grale de Stieljes. Il existe plusieurs variantes de ce the´ore`me
suivant la nature des espaces ou` e´voluent les contraintes et les de´formations. Lorsque les espaces des contraintes
et des de´formations sont des espaces de distributions scalaires admissibles, le the´ore`me des noyaux duˆ a` Laurent
Schwartz(39) permet de repre´senter l’ope´rateur dans le cas vieillissant par une composition de Volterra.
L’hypothe`se essentielle de la viscoe´lasticite´ line´aire est celle de la me´moire(40) caracte´rise´ par le noyau de la
repre´sentation inte´grale. Le mate´riau conserve une certaine me´moire de son histoire ante´rieure. Les qualificatifs
de la me´moire sont principalement le vieillissement ou le non-vieillissement(41) suivant que les proprie´te´s de
l’ope´rateur e´voluent ou n’e´voluent pas avec le temps.
L’hypothe`se de causalite´(42) est classique et indispensable de`s qu’apparaˆıt la notion de temps re´el ; le mode`le
prend le qualificatif d’he´re´ditaire. On introduit, ge´ne´ralement, une d’hypothe`se supple´mentaire de me´moire
e´vanescente(43) pour atte´nuer les effets de l’histoire plus ancienne. Certains auteurs (Coleman et Noll, 1960)
38ρΨ = 1
2
εij Cijklεkl + ε :
X
m
B(m) : V (m) +
1
2
X
m
V (m) : D(m) : V (m) et
Ω = 1
2
X
m
V˙ (m) : E(m) : V˙ (m) + ε˙ :
X
m
F (m) : V˙ (m) +
1
2
ε˙ : η : ε˙.
39Le the´ore`me des noyaux de L. Schwartz e´nonce que toute transformation univoque, line´aire et continue de D(T1) vers D′(T ) ou`
D(T1) est l’ensemble des fonctions tests inde´finiment de´rivables et a` support compact (topologie forte) et D′(T ) est l’espace dual
des distributions (topologie faible), T et T1 e´tant des ensembles isomorphes a` R, peut eˆtre repre´sente´ de fac¸on unique a` l’aide d’un
ope´rateur de Volterra ge´ne´ralise´ : σ(t) =
R
T M(t, t1) ε(t1) dt1. On adjoint habituellement aux hypothe`ses du the´ore`me, l’hypothe`se
de causalite´ forte ; ce qui re´duit le domaine support T × T1 au domaine triangulaire ∆ = {(t, t1), t1 ≤ t} ; le noyau me´moire M
appartient a` un sous espace de l’espace des distributions a` support dans ∆.
40Le mate´riau a une me´moire pour les e´veˆnements des de´formations passe´es.
41On parle de proprie´te´s de non-vieillissement ou de stationnarite´, lorsque l’ope´rateur est invariant par translation dans le temps.
42La re´ponse u(t) d’un syste`me causal au temps t = τ ne de´pend que des valeurs de l’entre´e F (t) pour t0 ≤ t ≤ τ , t0 de´signe
l’instant initial.
43Le mate´riau perd le souvenir de son passe´ lointain. On parle de distribution me´moire e´vanescente si pour toute
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vont plus loin et de´finissent les mate´riaux a` me´moire e´vanescente de fac¸on pre´cise(44). Ils montrent alors que
la viscoe´lasticite´ line´aire, dans l’hypothe`se de petites de´formations, se de´duit asymptotiquement lorsque les
de´formations deviennent infiniment petites de la loi de comportement de mate´riaux tre`s ge´ne´raux : les milieux
mate´riellement simples a` me´moire e´vanescente.
On peut envisager une classe particulie`re de mate´riaux si la distribution me´moire est la combinaison d’une
distribution re´gulie`re et d’une distribution singulie`re a` l’origine ou mesure de Dirac correspondant a` une contri-
bution exceptionnelle du pre´sent : on parle de mode`les de deuxie`me espe`ce qui prennent une forme ge´ne´ralisant
les e´quations inte´grales de deuxie`me espe`ce.
Dans le cas d’un mate´riau viscoe´lastique line´aire vieillissant, la relation contrainte-de´formation(45) peut s’e´crire
sous la forme d’une e´quation inte´grale de Volterra de deuxie`me espe`ce (cf. ma the`se de doctorat pp. 37-38
[THE2]). Dans celui ou` le mate´riau est maintenant non-vieillissant, la relation contrainte-de´formation(46) s’e´crit
a` l’aide d’un produit de convolution(47) de´fini au sens des distributions :
σ = γ ∗ ε = r ∗ ε˙
ou` r est le tenseur de relaxation qui est forme´ des re´ponses indicielles en contraintes et γ est le tenseur forme´
des re´ponses impulsionnelles en contraintes.
Le mode`le pour le comportement uniaxial viscoe´lastique line´aire et vieillissant, le plus ge´ne´ral que l’on peut
construire a` partir de la thermodynamique des processus irre´versibles line´aires ou mode`le de Biot, est e´quivalent
aux mode`les de Kelvin-Voigt ou de Maxwell ge´ne´ralise´s, qui sont explicite´s par la suite, sous re´serve que l’on
puisse diagonaliser simultane´ment l’e´nergie libre et le potentiel de dissipation(48). La distribution me´moire de
ce mode`le est de deuxie`me espe`ce, forme´e de la distribution singulie`re de Dirac et d’une distribution re´gulie`re
admettant une de´croissance exponentielle en temps(49). Si au lieu d’une distribution exponentielle de´croissante,
on choisit un noyau proportionnel au noyau d’Abel ıα(t)
(50), il a e´te´ montre´ (cf. ma the`se de doctorat pp.
51-52 [THE2]) que la relation contrainte-de´formation s’e´crit au moyen de l’ope´rateur de de´rivation d’ordre non
entier(51) a` l’aide de l’exposant non entier α.
A.3 Comportements plastique, e´lasto-plastique et visco-plastique
Dans un essai “classique de traction sur une e´prouvette de mate´riau me´tallique, la limite´ d’e´lasticite´ fran-
chie, la force de traction axiale provoque des glissements de cristaux au sein du me´tal, qui correspondent a`
des de´formations irre´versibles telles que, si la force cesse, il subsiste une de´formation plastique permanente.
A tempe´rature ambiante, les de´formations plastiques des mate´riaux re´sistants comme l’acier et les alliages
me´talliques, sont pratiquement inde´pendantes du temps ; les meˆmes me´taux travaillant a` des tempe´ratures
e´leve´es sont soumis a` des de´formations plastiques qui augmentent avec le temps (phe´nome`ne de fluage)(52).
On entend habituellement par the´orie de la plasticite´, la the´orie des de´formations plastiques inde´pendantes du
de´formation(entre´e) dans l’espace des distributions a` support borne´ a` gauche (contenu dans [0,+∞[), la contrainte(sortie) est
une distribution re´gulie`re a` support contenu dans [0,+∞[ et si elle est de´croissante a` l’infini. Cette hypothe`se se traduit par le fait
que la valeur absolue de la de´rive´e de chacune des composantes du tenseur de relaxation (respectivement de fluage) est une fonction
de´croissante du temps.
44Ils introduisent une fonction d’influence ou d’oubli qui est continue, positive, monotone de´croissante et de carre´ inte´grable. Dans
l’espace des fonctions re´elles de´finies sur ]0,+∞[, ils choisissent la norme associe´ au produit scalaire : 〈f, g〉 = R∞0 f(τ)g(τ)h2(τ) dτ ;
ce qui fait de cet espace de fonctions, un espace de Hilbert. La fonctionnelle contrainte-de´formation est suppose´e de classe C1 et les
auteurs effectuent un de´veloppement limite´ au premier ordre suivant la de´formation (avec l’utilisation de de´rive´es directionnelles
de Fre´chet).
45On obtient la formule de Boltzman : σij = rijkl(M, t, t) εkl(M, t)−
R t
t+0
εkl(M, t)
∂ rijkl(M,τ,t)
∂τ
dτ
46σij(M, t) =
d
dt
nR t
0+ rijkl(M, t− τ) εkl(M, τ) dτ
o
47σij(M, t) = γijkl(M, t) ∗ εkl(M, t) = rijkl(M, t) ∗ ε˙kl(M, t) ou` rijkl(M, t) est le tenseur de relaxation et γijkl(M, t) =
∂ rijkl(M,t)
∂t
et ∗ de´signe le produit de convolution de Riemann. La de´rive´e est prise au sens des distributions.
48Cette restriction est toujours ve´rifie´e lorsque les deux formes quadratiques de l’e´nergie libre et du potentiel de dissipation sont
toutes deux de´finies positives (meˆme nombre de variables internes dans les deux formes).
49r(t) = E0Y(t) +
R+∞
0 E1(τ) e
− t
τ dτ ou γ(t) = E0δ(t)−
R+∞
0
E1(τ)
τ
e−
t
τ dτ
50ıα(t) =
Y(t)
Γ(1−α) tα ou` Γ est la fonction Gamma : Γ(x) =
R+∞
0 e
t tx−1 dt de´finie pour de fac¸on ge´ne´rale pour x ∈ C avec ℜ(x) > 0
(si x est re´el, alors x > 0).
51Si r(t) = K ıα(t) alors σ(t) = KDα〈ε〉(t) ou` Dα est l’ope´ration de de´rivation d’ordre α qui est de´finie par la suite.
On a encore : σ(t) = K
ε(0)
Γ(1−α) tα +KD
α−1〈ε˙〉(t)
52Dans un essai de fluage, on mesure l’allongement d’une e´prouvette du mate´riau e´tudie´, en fonction du temps et a` une tempe´rature
donne´e. Les me´taux a` haute tempe´rature “coulent” a` la manie`re d’un liquide visqueux meˆme si la contrainte reste constante. Le
phe´nome`ne de fluage se traduit par une viscosite´ qui vient s’ajouter a` la plasticite´.
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temps et l’e´coulement plastique qui est fonction du temps est e´tudie´ dans la the´orie de la viscosite´ plastique et
dans la the´orie du fluage(53). La the´orie de la plasticite´ “classique” est tre`s proche de celle de l’e´lasticite´ et la
plupart des concepts de la the´orie de l’e´lasticite´ touvent un usage dans la the´orie de la plasticite´. Les premiers
travaux traitant de la the´orie mathe´matique de la plasticite´ se rapportent aux anne´es 1870 et sont lie´s aux noms
de Saint-Venant et de M. Le´vy. Dans les anne´es qui suivent, le de´veloppement de la the´orie de la plasticite´ est
plus lent et la publication des articles de Haar et Karman en 1909 puis de Von Mises en 1913 font repartir les
recherches dans ce domaine(54).
A partir de 1920, la the´orie de la plasticite´ se de´veloppe intensivement avec les premie`res recherches
expe´rimentales syste´matiques sur les lois de la de´formation plastique aux e´tats de contraintes particuliers, ainsi
que les premie`res applications encourageantes de cette the´orie dans le domaine technologique. Citons G. Henky,
L. Prandtl, et encore Von Mises qui obtiennent des re´sultats importants pour les e´quations fondamentales de la
the´orie de la plasticite´ mais aussi la solution du proble`me plan. Depuis 1930, la the´orie de la plasticite´ suscite
l’inte´reˆt de nombreux savants et inge´nieurs et devient une branche de la me´canique des milieux continus.
La description des lois de comportement e´lasto-plastiques et la formulation des e´quations donnant la re´ponse
dynamique d’un solide e´lasto-plastique en petite transformation, isotherme, sous l’action des efforts et des
liaisons est connue et couramment enseigne´e (cf. B. Halphen et J. Salenc¸on(55)ou encore par exemple Q-S.
Nguyen(56)).
La majorite´ des mode`les e´lasto-plastiques “classiques”, en petite transformation, admettent que la de´formation
est la somme des de´formations e´lastique et plastique et qu’une relation line´aire d’e´lasticite´ existe entre la
contrainte et la de´formation e´lastiques. Pour comple´ter la loi de comportement, des relations comple´mentaires
permettent de relier la de´formation plastique a` l’histoire de la de´formation, c’est-a`-dire exprimer la contrainte
en fonction de l’histoire de la de´formation(57). Elles s’obtiennent a` travers les notions de crite`re de plasticite´(58)
et de loi de normalite´ pour les mate´riaux standard ge´ne´ralise´s.
En e´lastoplasticite´ ou en viscoplasticite´ classiques, les de´formations n’intervenant que sous la forme de leur
partition ε− ε
p
= ε
e
et Ψ est uniquement fonction de εe, de la tempe´rature T et des variables internes V
(m).
En faisant l’hypothe`se que les de´formations e´lastiques peuvent se situer a` des e´chelles de temps supe´rieures a`
celles qui remettraient en cause l’hypothe`se de l’e´tat local et infe´rieures a` celles des phe´nome`nes dissipatifs,
le the´ore`me de Clausius-Duhem entraˆıne les e´quations locales (ou lois de la thermoe´lasticite´)(59) et que la
dissipation volumique Φ (60) est toujours positive ou nulle.
Cependant pour certains mate´riaux comme par exemple le be´ton, il devient tre`s difficile de trouver la fonction
seuil pour le crite`re de plasticite´.
Une des principales caracte´ristiques de la plasticite´ est l’inde´pendance vis a` vis de la vitesse (“rate inde-
pendant”) ; c’est-a`-dire que l’e´volution de la contrainte de´pend vraiment de toute l’histoire ante´rieure de la
de´formation mais ne de´pend pas des vitesses auxquelles ces e´tats de de´formation se sont succe´de´s les uns aux
autres(61). Avec l’arrive´e au LAMI de S. Erlicher en 2002, ma recherche s’est dirige´e vers l’e´tude des mate´riaux
e´lasto-plastiques et en particulier de la the´orie endochronique de l’e´lastoplasticite´.
53Une loi simple approche´e pour la de´formation viscoplastique qui re´sulte du fluage, valable pour les cas de contrainte variable
dans le temps, est la suivante :
dεp
dt
=
`
σ
κ
´n
ε
− n
m
p ou` K, m et n sont des coefficients intrinse`ques au mate´riau et variables avec la
tempe´rature.
54Dans la premie`re de ces deux publications,les auteurs essaient a` partir d’un certain principe variationnel, d’obtenir les e´quations
de la the´orie de la plasticite´. Dans la seconde, Von Mises e´tablit une nouvelle condition pour l’e´coulement (condition de stabilite´
de l’intensite´ des contraintes tangentielles).
55Citons l’ouvrage de re´fe´rence de Bernard Halphen et Jean Salenc¸on, E´lasto-plasticite´, Presses des Ponts et Chausse´es, 1987.
56Citons l’ouvrage : Q-S. Nguyen 2000, Stabilite´ et me´canique non line´aire. Herme`s Science Publications.
57Dans le cas d’un chargement croissant uniaxial, la de´formation plastique εp peut eˆtre relie´e a` la contrainte par une relation non
line´aire du type : εp = ασm (α et m e´tant des constantes intrinse`ques au mate´riau). Dans le cas tridimensionnel, la de´formation
plastique de´pend de l’histoire de chargement et est relie´e a` la contrainte par une e´quation diffe´rentielle ; par exemple, la loi isotrope
de Prandtl-Reuss : dεp =
58Un e´tat de contrainte appartient donc a` un domaine d’e´lasticite´ dans l’espace des contraintes (on suppose que la frontie`re
du domaine est re´gulie`re). Cette appartenance s’exprime au moyen d’un crite`re de plasticite´ : le domaine est caracte´rise´ par une
ine´galite´ : f(σ) ≤ 0 ou` la fonction diffe´rentiable f(σ) ou fonction seuil, permet de pre´ciser le seuil de plasticite´ avec f(σ) = 0.
59Les lois de la thermoe´lasticite´ sont : σ = ρ ∂Ψ
∂ε
e
„
= ρ ∂Ψ
∂ε = −ρ ∂Ψ∂ε
p
«
et s = − ∂Ψ
∂T
.
60La dissipation volumique est la vitesse de production inte´rieure d’entropie multiplie´e par la tempe´rature. Elle est ge´ne´ralement
de´compose´e en la somme de la dissipation intrinse`que volumique Φint et de la dissipation thermique volumique Φthe. On postule
souvent que l’on a de fac¸on se´pare´e les ine´galite´s suivantes : Φint ≥ 0 et Φthe ≥ 0.
61Conside´rons le cas uniaxial. La relation contrainte-de´formation s’exprime a` l’aide de l’ope´rateur mathe´matique A qui relie la
contrainte a` la de´formation : σ(t) = A (t; ε, σ0) ou` σ0 = σ(t0) et t ∈ [t0, tf ]. La condition d’inde´pendance par rapport a` la vitesse
se traduit sur l’ope´rateur A par : A (t; ε ◦ ϕ, σ0) = A (ϕ(t); ε, σ0) ou` ϕ est une fonction admissible c’est-a`-dire continue, croissante
et telle que ϕ(t0) = t0 et ϕ(tf ) = tf .
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Dans ce qui suit, on s’inte´resse au cas d’un comportement isotrope. On trouve dans la litte´rature une autre
mode´lisation de la plasticite´ par exemple sans fonction seuil (cf. Valanis(62)) qui est a` la base de la the´orie
endochronique(63). Valanis introduit la notion de temps “intrinse`que” ou interne τ , diffe´rent du temps usuel et
qui est relie´ directement a` l’histoire de la de´formation du mate´riau(64) par une relation incre´mentale. La the´orie
endochronique permet de relier la viscosite´ et la plasticite´ dans une de´marche similaire, la viscosite´ utilisant
le temps re´el et la plasticite´, le temps interne. Il est encore possible de de´finir la de´formation totale comme la
somme d’une composante e´lastique et d’une composante plastique mais le domaine d’e´lasticite´ dans l’espace des
contraintes ou` le comportement est purement e´lastique, n’existe plus.
La premie`re ide´e qui vient a` l’esprit, dans l’hypothe`se de petites de´formations, pour de´finir le temps interne est de
choisir une relation incre´mentale line´aire : dτ2 = pijkldεij dεkl ou` pijkl sont les composantes d’un tenseur d’ordre
4 de´fini-positif. La de´finition d’une nouvelle e´chelle de temps interne n’est pas unique (par exemple pijkl peut
de´pendre de ε). On peut la complexifier pour introduire (1) des phe´nome`nes d’e´crouissage ou de radoucissement
et/ou (2) des phe´nome`nes de de´gradation (on peut citer par exemple, les travaux de Bazˇant)(65). Erlicher dans
son travail de the`se(66), propose un nouveau temps interne τ ′′ qui est base´ sur le temps interne pre´ce´dent τ
et sur l’introduction d’un sous-temps interne supple´mentaire τ ′ (67) qui doit permettre de ge´rer une horloge
interne pour les proble`mes lie´s a` la de´gradation du mate´riau. Finalement, il obtient une relation incre´mentale
de la forme : dτ ′′ = f1(σ, ε) 1f2(τ ′) dτ ou` les fonctions scalaires f1 et f2 sont positives ; la fonction f1 ge`re
l’enveloppe de la courbe de traction monotone et la fonction f2 permet d’introduire des effets de chute (mais
aussi d’amplification) de la re´sistance.
Valanis applique ensuite l’approche de la thermodynamique des processus irre´versibles line´aire par variables
d’e´tat, “classique”, en remplac¸ant le temps habituel des horloges par le temps interne. Le potentiel thermody-
namique (par exemple le potentiel e´nergie libre spe´cifique) qui de´pend des variables observables (le tenseur des
de´formations (ε et la tempe´rature T ) et des variables internes (V (m) est de´fini comme une forme quadratique
des variables d’e´tat(68) avec des relations de type Onsager.
Pour tenir compte du comportement viscoplastique, Valanis e´largit sa de´finition de temps intrinse`que, que l’on
note maintenant dζ, en faisant reintervenir, dans sa de´finition meˆme, le temps re´el : dζ2 = α2 dτ2 + β2 dt2.
Pour satisfaire des proprie´te´s de comportement observe´es dans les expe´riences, Valanis propose d’introduire deux
e´chelles de temps intrinse`ques distinctes, respectivement de´viatorique et sphe´rique(69). Lorsque le comportement
est uniquement plastique (absence d’effets visqueux), le temps intrinse`que de´viatorique suffit ; pour le cas visco-
plastique, on fait intervenir les deux temps internes de´viatorique ζd et sphe´rique dζs
(70).
Valanis propose ensuite d’appliquer la de´finition du temps interne non a` l’incre´ment de de´formation de´viatorique
totale mais seulement a` une partie de cet incre´ment que l’on peut faire varier a` l’aide d’un parame`tre k1 ∈ [0, 1] :
dη = dε′ − k12G dσ′ ou` G est le module de cisaillement du mate´riau.
62K. C. Valanis, 1971, A theory of visco-plasticity without a yield surface Part I General theory. Archives of Mechanics 23(4),
pp 517-533.
63L’origine du mot endochronique est du grec endon : dedans et du grec khronos : le temps. Le sens en de´coule : la the´orie
endochronique postule un temps interne.
64Le temps intrinse`que est une fonction qui doit eˆtre croissante pour toute e´volution de la de´formation.
65Z. Bazˇant, 1976, Endochronic theory of inelasticity and failure of concrete, Journal of the Engineering Mechanics Division, Vol.
102, No. EM4, pp. 701-722.
66Silvano Erlicher, 2003. Hysteresic Degrading Models for the low-cycle fatigue behaviour of structural elements : theory, numerical
aspects and applications, Universite´ de Trente, Italie (en anglais).
67dτ ′ = qijkldεij dεkl ou` qijkl sont les composantes d’un tenseur d’ordre 4 de´fini-positif.
68Dans le cas isotherme, le potentiel thermodynamique Ψ peut finalement s’e´crire :
Ψ = 1
2
εij Cijklεkl + ε :
X
m
B(m) : V (m) +
1
2
X
m
V (m) : D(m) : V (m)
ou` les produits tensoriels sont a` adapter suivant les dimensions des variables internes.
69Ces deux nouveaux temps intrinse`ques sont relie´s aux notions de tenseurs de´viatoriques et sphe´riques. Ils sont fonde´s sur
l’hypothe`se qu’il y a parfait de´couplage entre les parties de´viatorique et sphe´rique des tenseurs des de´formations et des contraintes
de Cauchy. On rappelle que le de´viateur du tenseur des contraintes (respectivement des de´formations) est de´fini par σ′ = σ− 1
3
tr(σ)
respectivement ε′ = ε− 1
3
tr(ε)
70Le temps interne de´viatorique vaut : dζ2d = α
2
d dτ
2
d + β
2
d dt
2 ; d’une fac¸on similaire, on obtient pour le temps interne sphe´rique :
dζ2s = α
2
s dτ
2
s + β
2
s dt
2.
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B Quelques mode`les rhe´ologiques line´aires
Dans le domaine de la rhe´ologie(71), des mode`les rhe´ologiques, constitue´s d’un assemblage plus ou moins
complexe d’e´le´ments rhe´ologiques e´le´mentaires(72) (ressort, amortisseur visqueux, patin) se sont rapidement
de´veloppe´s(73). Bien qu’e´tant tre`s e´loigne´s de la structure re´elle du corps e´tudie´, ces mode`les sont utiles et
encore actuellement, tre`s utilise´s dans la formulation de mode`les de comportement uniaxial(74). Ils permettent
de comprendre directement les phe´nome`nes et satisfont directement les principes de la thermodynamique. La
ge´ne´ralisation au milieu tridimensionnel ne pose en ge´ne´ral que des difficulte´s d’ordre mathe´matique. Cepen-
dant, ils ne peuvent donner que des indications qualitatives car ils n’ont pas de relation pre´cise avec la re´alite´
structurale. Pour une vision quantitative, on peut utiliser des e´quations diffe´rentielles. La relation contrainte-
de´formation la plus “classique” est : σ = f (ε, ε˙). Pour prendre en compte une relaxation autre qu’instantane´e,
on peut e´crire la relation de comportement sous une forme explicite : F (σ, σ˙, ε, ε˙) = 0, ce qui permet d’obtenir
une meilleure description du comportement mais cette relation reste tout de meˆme, une approximation. On peut
alors introduire dans la relation de comportement des de´rive´es par rapport au temps d’ordre supe´rieur a` 1. Les
mode`les rhe´ologiques un peu plus complexes que les mode`les de base comme le mode`le de Kelvin-Voigt, comme
par exemple, le mode`le de Zener, renferme une ou plusieurs variables cache´es et l’e´limination des variables
cache´es conduit a` des e´quations diffe´rentielles dont l’ordre croˆıt avec le nombre de ces variables. Lorsque le
nombre de variables cache´es augmente, l’ordre des e´quations diffe´rentielles augmente en proportion et il devient
pre´fe´rable de chercher une autre repre´sentation. La repre´sentation par une fonctionnelle(Volterra) ou` chacune
des variables est une fonctionnelle des valeurs de l’autre variable entre −∞ et l’instant actuel t est alors la
repre´sentation la plus rigoureuse des relations de comportement. Dans ce qui suit, on limite notre expose´ aux
mode`les rhe´ologiques line´aires. Les principales fonctions caracte´ristiques de cels mode`les sont : (1)l’e´quation
diffe´rentielle de la loi de comportement ainsi que le nombre de parame`tres (N. P.) qui interviennent dans cette
loi, (2)la fonction de relaxation et sa de´rive´e(75), (3)la fonction de fluage, (4)le module ope´rationnel(76), (5)le
facteur de qualite´(77), (6)l’e´nergie dissipe´e au cours d’un cycle de de´formation(78), (7)le coefficient de viscosite´
e´quivalent(79) et (8)le coefficient ou facteur de perte(80).
71La rhe´ologie (du grec “rhe´on” qui veut dire s’e´couler) a e´te´ propose´e par E.C. Bingham, en 1928, pour de´signer “la science
qui e´tudie les de´formations et l’e´coulement de la matie`re”. Plus pre´cise´ment, l’objet de la rhe´ologie est l’e´tude du comportement
me´canique, c’est-a`-dire des relations entre les de´formations et les contraintes de la matie`re. Les e´tudes en rhe´ologie se situent
sur trois voies : (1) recherche expe´rimentale sur les mate´riaux re´els, (2)e´tude the´orique des diverses lois de comportement (e´tude
macroscopique) et (3) examen de la structure a` diffe´rentes e´chelles : mole´cules, re´seau cristallin, grains (e´tude microscopique).
L’identification des mate´riaux fait le lien entre les voies (1) et (2).
72Le solide de Hooke par opposition au solide inde´formable ou solide d’Euclide se de´forme line´airement avec la contrainte ; il se
repre´sente par un ressort (e´lasticite´). Un autre solide ide´al, repre´sente´ par un patin, est qualifie´ de rigide-plastique (plasticite´).
Le liquide de Newton par opposition au liquide de Pascal qui est parfaitement mobile et incompressible, est caracte´rise´ par une
proportionnalite´ entre la contrainte et la vitesse de de´formation (viscocite´) ; il est repre´sente´ par un amortisseur ou dash-pot. Ces
trois sortes de proprie´te´s sont habituellement associe´es pour repre´senter de nombreux comportements re´els.
73Citons l’ouvrage des monographies du centre d’actualisation scientifique et technique : B. Persoz, 1969, “La rhe´ologie”, N. 3,
Edts Masson.
74Pour englober toute la varie´te´ des proprie´te´s des mate´riaux re´els, on utilise souvent la description a` un parame`tre, ou` une
contrainte unidimensionnelle repre´sentative σ est relie´ a` la de´formation ε ou a` la vitesse de de´formation ε˙ unidimensionnelles
correspondantes. Cette contrainte peut eˆtre une traction ou une cission pour les corps peu de´formables ; elle est de pre´fe´rence une
cission pour les corps tre`s de´formables.
75La fonction de relaxation, note´e r(t) est la re´ponse indicielle en contrainte : σ(t) = r(t) ∗ ε˙(t). Sa de´rive´e note´e γ(t) est la
re´ponse impulsionnelle en contrainte : σ(t) = γ(t) ∗ ε(t) (le produit de convolution e´tant de´fini au sens des distributions).
76Le module ope´rationnel Γ(p) est de´fini comme la transforme´e de Laplace de la de´rive´e temporelle r˙(t) de la fonction de relaxation
ou encore comme la transforme´e de Carson de la fonction de relaxation r(t). Le seuil de convergence de Γ(p) est strictement ne´gatif
pour les mode`les viscoe´lastiques line´aires ; on introduit alors le module complexe M(ω) en remplac¸ant p par iω : M(ω) = Γ (p = iω).
77Le facteur de qualite´ (ou de surtension) Q(ω) est un parame`tre sans dimension, fonction de ω et de´fini comme le rapport de la
partie re´elle sur la partie imaginaire du module complexe : Q(ω) =
ℜ{M(ω)}
ℑ{M(ω)} .
78Si on impose a` ε une variation pe´riodique en fonction du temps, alors au bout d’un certain temps, soit la rupture s’est produite,
soit σ est devenue une fonction pe´riodique du temps. Dans le plan contrainte-de´formation, on obtient une boucle d’hyste´re´sis en
ge´ne´ral ferme´e et l’aire de cette boucle repre´sente l’e´nergie dissipe´e au cours d’un cycle de de´formation ∆W : ∆W =
R T
0 σ ε˙ dt ou`
T de´signe la pe´riode. Pour un mate´riau viscoe´lastique line´aire, ∆W est proportionnel a` la partie imaginaire du module complexe :
∆W = πε2m ℑ{M(ω)} ou` ε(t) = εm sin(ωt).
79Le coefficient de viscosite´ e´quivalent ηeq est calcule´ pour dissiper pendant un cycle sous vibration sinuso¨ıdale de la de´formation,
la meˆme quantite´ d’e´nergie que le mode`le propose´ (ge´ne´ralement non line´aire) :
R
cycle [σ(ε, ε˙)− ηeq ε˙− Eeqε] ε˙ dt = 0 et donc
ηeq =
∆W
πωε2m
.
80Le coefficient ou facteur de perte ς est de´fini comme le rapport de l’e´nergie dissipe´e au cours d’un cycle a` l’e´nergie potentielle
maximum multiplie´e par 2π : ς = ∆W
2πVmax
. Les valeurs de ς pour les mate´riaux usuels du ge´nie civil sont comprises entre 10−5 et
10−1. Pour l’aluminium pur : 2 10−5 ≤ ς ≤ 0.002, pour l’acier : 0.001 ≤ ς ≤ 0.008, pour le be´ton : 0.01 ≤ ς ≤ 0.06 et pour le
caoutchouc naturel 0.1 ≤ ς ≤ 0.3. Si le facteur de qualite´ Q est relativement grand, on a : Vmax ≃ 12 ε2m ℜ{M(ω)} et comme
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B.1 Les mode`les line´aires “e´le´mentaires”
Les mode`les rhe´ologiques line´aires classiques sont respectivement le ressort pour le comportement purement
e´lastique et les mode`les de Kelvin-Voigt et de Zener pour le comportement viscoe´lastique line´aire.
Les principales fonctions caracte´ristiques pour le ressort et les mode`les de Kelvin-Voigt et de Zener sont donne´es
dans le tableau (2.1). Le ressort est de module E. On rappelle que le mode`le de Kelvin-Voigt est constitue´ d’un
ressort de module E et d’un amortisseur de viscosite´ η en paralle`le. Le mode`le de Zener est constitue´ d’un
mode`le de Kelvin-Voigt de parame`tres (E1 et η) auquel on rajoute un ressort en se´rie de module E0.
(81). Pour
faciliter l’e´criture et aussi la lecture, on introduit habituellement un parame´trage diffe´rent : pour le mode`le
de Kelvin-Voigt, deux nouveaux parame`tres : τ = ηE et J =
1
E et pour le mode`le de Zener, cinq nouveaux
parame`tres : E∞ = E0E1E0+E1 , τ∞ =
η
E0+E1
τ0 =
η
E1
, J∞ = 1E∞ et J1 =
1
E1
. δ(t) et Y(t) sont respectivement la
distribution de Dirac et celle de Heaviside. Dans l’expression de la fonction γ(t), pour le mode`le de Kelvin-Voigt,
apparaˆıt la de´rive´e de la distribution de Dirac qui est de´finie au sens des distributions par : 〈δ˙, ϕ〉 = −ϕ˙(0) ou`
ϕ(t) est une fonction test inde´finiment de´rivable, a` support borne´.
B.2 Les mode`les line´aires avec amortissement hyste´re´tique et fractionnaire
A partir de conside´rations thermodynamiques, Biot puis, Mandel ont montre´ que n’importe quel corps
viscoe´lastique line´aire peut eˆtre repre´sente´ par un groupement en se´ries d’un nombre infini de mode`les de
Kelvin-Voigt : (Em , ηm), d’un amortisseur visqueux
(82) : η∞ et d’un ressort : E0. Ce mode`le s’appelle le
mode`le de Kelvin-Voigt ge´ne´ralise´(83). L’application de ces mode`les aux cas re´els ne´cessite un nombre impor-
tant de parame`tres a` identifier pour de´crire correctement le phe´nome`ne re´el. Des mode`les ayant un petit nombre
de parame`tres ont donc e´te´ recherche´s en se fondant sur des conside´rations expe´rimentales. Ainsi, d’une part,
des essais expe´rimentaux sur une grande varie´te´ de mate´riaux viscoe´lastiques ont montre´ que la rigidite´ et
l’amortissement dans ces mate´riaux sont proportionnels a` une puissance fractionnaire de la fre´quence. D’autre
part, de nombreux essais en contraintes cycliques ont prouve´ que pour plusieurs mate´riaux viscoe´lastiques,
l’e´nergie dissipe´e au cours d’un cycle ne de´pend pas line´airement de la fre´quence mais est, au premier ordre
pre`s, inde´pendante de la fre´quence et proportionnelle au carre´ de l’amplitude de de´formation(84). Il existe dans
la litte´rature deux familles de mode`les de comportement viscoe´lastique line´aire qui tentent de satisfaire aux
proprie´te´s de comportement mises en e´vidence par l’expe´rience : les mode`les utilisant le calcul fractionnaire et
les mode`les d’amortissement hyste´re´tique. Nous allons voir dans ce qui suit, comment ces deux mode`les peuvent
eˆtre relie´s.
Le mode`le avec amortissement hyste´re´tique (on trouve parfois la terminologie d’amortissement structural) a e´te´
imagine´ pour re´pondre aux conside´rations expe´rimentales cite´es pre´ce´demment sur l’e´nergie dissipe´e au cours
d’un cycle. Il est donc fondamentalement associe´ a` la contrainte cyclique. Son extension a` des sollicitations
autres qu’harmoniques posent des proble`mes importants en particulier de non-respect du principe de causalite´.
Re´cemment, Makris(85) propose une formulation pour le mode`le hyste´re´tique causal. Ce mode`le posse`de la
meˆme partie imaginaire que le mode`le d’amortissement hyste´re´tique ide´al et sa partie re´elle est construite pour
le rendre causal a` l’aide des relations de Kramers-Kronig(86).
∆W = πε2m ℑ{M(ω)}, on obtient que : ς ≃ 1Q .
81Les variables d’e´tat sont au nombre de deux : la de´formation totale ε et par exemple, la de´formation dans le ressort E1
que l’on note V (1) = ε1. La force et le flux thermodynamique sont respectivement : Y1 et y1 = −V˙ (1) = −ε˙1. L’e´nergie libre
volumique s’e´crit : Ψ(ε , ε1)=
1
2
E1ε21 +
1
2
E0 (ε− ε1)2. On peut ensuite de´river les lois d’e´tat du milieu : σ = ∂Ψ∂ε = E0 (ε− ε1) et
Y1 =
∂Ψ
∂ε1
= E1ε1 − E0 (ε− ε1) . Le potentiel de dissipation intrinse`que est : Φint = σ ε˙ − dΨdt = σ ε˙ − ∂Ψ∂ε ε˙ − ∂Ψ∂ε1 ε˙1 = −X1ε˙1.
Le pseudo-potentiel de dissipation Ω(y1) fonction du flux est e´gal a` : Ω(y1) = Ω(−ε˙1) = 12ηε˙21. Les lois comple´mentaires donnent :
Y1 =
∂Ω
∂y1
= − ∂Ω
∂ε˙1
= −ηε˙1. Les lois d’e´tat, combine´es aux lois comple´mentaires nous permettent alors de de´terminer l’e´volution du
syste`me en fonction de la grandeur commande´e σ ou ε. Si l’on choisit ε, on obtient : E1ε1 −E0 (ε− ε1) = −ηε˙1et σ = E0 (ε− ε1).
82Dans le cas d’un comportement de type solide, l’amortisseur en se´rie n’existe pas : η∞ = ∞.
83Pour le mode`le de Kelvin-Voigt ge´ne´ralise´, la fonction de fluage vaut :
j(t) =
(
J0 +
X
m
Jm
“
1− e− tτm
”
+
t
η∞
)
Y(t) ou` J0 = 1E0 , Jm =
1
Em
et τm = Jm ηm est un temps de retard. La complaisance
complexe qui est l’inverse du module complexe vaut :
J∗(ω) = J0 +
X
m
Jm
1 + ω2τ2m
− iω
X
m
Jm τm
1 + ω2τ2m
− i 1
ω η∞
.
84Pour un mate´riau viscoe´lastique line´aire, cela revient a` dire que la partie imaginaire du module complexe est une constante :
ℑ{M(ω)} = Cste.
85N. Makris, 1997, Causal hysteretic element. Journal of Engineering Mechanics, Vol. 129, pp. 1209-1214.
86Les relations de Kramers Kronig permettent de relier les parties re´elle ℜ{M(ω)} et imaginaire ℑ{M(ω)} du module complexe
M(ω) : ℜ{M(ω)} = M0 + 2ω
2
π
R∞
0
ℑ{M(α)}
α
dα
ω2−α et ℑ{M(ω)} = 2ωπ
R∞
0 (ℜ{M(α)} −M0) dαω2−α ou` M0 = M(0)
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ressort Kelvin-Voigt Zener
N. P. 1 2 3
(E) (E et η) (E0, E1 et η)
L.C. σ = Eε σ = Eε+ ηε˙ σ + τ∞σ˙ = E∞ε+ E0τ∞ε˙
Γ(p) E E + ηp E∞
1+τ0p
1+τ∞p
r(t) EY(t) EY(t) + ηδ(t)
[
E∞ + (E0 − E∞) exp
(
−t
τ∞
)]
Y(t)
γ(t) Eδ(t) Eδ(t) + ηδ˙(t) E0δ(t)
−E0−E∞τ∞ exp
(
−t
τ∞
)
Y(t)
j(t) 1EY(t) J
[
1− exp (−tτ )]Y(t) [J∞ − J1 exp(−tτ0 )]Y(t)
Q(ω) ∞ Eηω 1+τ∞τ0ω
2
ω(τ0−τ∞)
∆W 0 πηωε2m πE∞ω
τ0−τ∞
1+τ2
∞
ω2 ε
2
m
ηeq 0 η E∞ τ0−τ∞1+τ2
∞
ω2
ς 0 ηωE Q
−1 2
1+D
Tab. 2.1 Fonctions caracte´ristiques des mode`les rhe´ologiques : ressort, Kelvin-Voigt et Zener
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Les mode`les utilisant des de´rive´es fractionnaires permettent de repre´senter la dissipation avec moins de pa-
rame`tres que les mode`les de Maxwell ou de Kelvin-Voigt ge´ne´ralise´s. Le spring-pot est le mode`le de base pour
les mode`les de comportement uniaxial s’appuyant sur le calcul fractionnaire. Il permet a` l’aide d’un parame`tre
adimensionnel α compris entre 0 et 1 d’assurer une transition continue entre le mode`le solide ide´al (ressort
ou “spring” : α = 0) et le mode`le fluide ide´al (amortisseur visqueux ou “dash-pot” : α = 1). La relation
contrainte-de´formation pour le spring-pot s’e´crit :
σ(t) = EταDα < ε > (t) (2.1)
ou` Dα < · > (87) de´signe l’ope´rateur de de´rivation fractionnaire et τ est un temps caracte´ristique ; on peut
poser : τ = 1ωε . Pour les applications qui nous inte´ressent : ε(t) est une fonction causale et 0 < α < 1, la
de´rivation non entie`re s’exprime alors pour une fonction f de´rivable sur R+∗ et telle que f(0) = 0 par :
Dα < f > (t) =
1
Γ(1− α)
d
dt
{∫ t
0
(t− τ)−α f(τ)dτ
}
(2.2)
=
1
Γ(1− α)
∫ t
0
(t− τ)−α f˙(τ)dτ. (2.3)
ou` l’on voit intervenir le noyau d’Abel iα(t) =
1
Γ(1−α) tαY(t). Le module ope´rationnel correspondant est :
Γ(p) = Eτα pα et le module complexe s’en de´duit : M(ω) = Eτα(iω)α = Eταωα ei
pi
2 α. Les mode`les utilisant les
de´rive´es d’ordre fractionnaire ont dans la repre´sentation temporelle, une formulation inte´grale peu commode
d’emploi. Dans l’e´tude d’un mode`le spring-pot + une masse, la fonction de transfert s’e´crit : H(p) = 1mp2+E τα pα .
Il a e´te´ propose´ dans ma the`se (cf. [THE2]), une nouvelle formulation pour le mode`le hyste´re´tique causal en
l’identifiant, pour un faible amortissement, avec le mode`le obtenu par le de´veloppement au premier ordre suivant
α du mode`le spring-pot au voisinage de α = 0. Le module ope´rationnel vaut alors :
Γ(p) = E {1 + α ln (τp)} (2.4)
Le module complexe s’en de´duit :
M(ω) = E
{
1 + α ln
∣∣∣∣ ωωε
∣∣∣∣+ iα π2 sign
(
ω
ωε
)}
(2.5)
La partie re´elle du module complexe est positive ; ce qui entraˆıne que ω > ωǫ e
− 1
α .
On obtient ensuite la fonction de relaxation a` partir de la relation (2.4)
r(t) = E
{
1− α ln
( |t|
t1
)}
Y(t) (2.6)
ou` t1 = τ e
−C , C de´signant la constante d’Euler(88). On note que r(t) →
t→0
+∞ et que r(t) →
t→+∞
−∞. La
fonction de relaxation doit eˆtre une fonction positive, ce qui entraˆıne que : t < t1e
1
α = τ e−C+
1
α . On note
que les expressions obtenues pour le module complexe et la fonction de relaxation de ce mode`le ne sont pas
valables partout. A partir de l’expression de r(t), on peut en de´duire l’expression de la loi de comportement de
ce mode`le :
σ(t) = Eε(t)− Eα
∫ t
0
ln
(
t− u
t1
)
ε˙(t)dt (2.7)
On peut ensuite e´crire la fonction de relaxation sous la forme d’une superposition continue d’exponentielles :
r(t) =
∫ +∞
0
E˜(z) e−
t
z dz avec E˜(z) =
E τα
Γ(1− α) Γ(α) zα+1
ou` E˜(z) de´signe le spectre de relaxation. Par ce re´sultat, un e´le´ment spring-pot peut eˆtre interpre´te´ comme
une superposition continue d’e´le´ments de Maxwell en paralle`le avec les distributions de modules et de viscosite´s
donne´s par E˜(z) dz et z E˜(z) dz respectivement.
87La diffe´rentiation fractionnaire d’une fonction f(t) est de´finie par :
Dα < f > (t) = d
m
dtm
n
1
Γ(ρ)
R t
c (t− τ)ρ−1 f(τ) dτ
o
avec α = m − ρ ou` m est le plus petit entier naturel supe´rieur a` α. On obtient
deux de´finitions suivant que c = 0 (de´finition de Riemann) et c = −∞ de´finition de Liouville.
88La transforme´e de Laplace de ln(t) est :
− ln(p)−C
p
ou` C = 0.577216 est la constante d’Euler.
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Le calcul de γ(t), de´rive´e de la fonction de relaxation s’obtient graˆce a` la de´rive´e au sens des distributions de
ln |t| Y(t) qui est : p.f.{ 1tY(t)} ou` p.f. de´signe la pseudo-fonction(89). On a finalement :
γ(t) = E
{
(1 + α ln(t1)) δ(t)− αp.f.
{
1
t
Y(t)
}}
(2.8)
Pour trouver la fonction de fluage a` partir du module ope´rationnel(90), on obtient :
T.L. {j} (p) = 1
E p {1 + α ln (τp)} (2.9)
qui est e´gale a` la de´rive´e de : F (p) = 1Eα ln (1 + α ln(τp)). Si f(t) est l’original de Laplace de F (p), alors
j(t) = −t f(t). Posons g(t) = τf(τt) qui est l’original de Laplace de G(p) = F ( pτ ) = 1Eα ln (1 + α ln(p)) ; on a
alors : j(τt) = −τtf(τt) = −tg(t).
Si on peut utiliser le de´veloppement en se´rie de ln(1 + x)(91), en se limitant aux deux premiers termes du
de´veloppement on obtient : G(p) = 1E
(
ln(p)− α2 ln(p)2
)
. En notant f1(t)
(92) l’original de Laplace de ln(p) et
f2(t)
(93) l’original de ln(p)2, on obtient : g(t) = 1E
(
f1(t)− α2 f2(t)
)
(94) et j(τt) = 1E {1 + α (−C + ln |t|)}Y(t) ;
en posant C = ln t1τ , on trouve
(95) :
j(t) =
1
E
{
1 + α ln
|t|
t1
}
Y(t) (2.10)
L’e´nergie dissipe´e au cours d’un cycle de de´formation ε(t) = εm sin (ωt), s’exprime a` l’aide de la relation ge´ne´rale
pour les mate´riaux viscoe´lastiques line´aires : ∆W = π ε2m ℑ{Γ(ω)} ; soit dans le cas pre´sent :
∆W = π ε2mEα
π
2
sign
(
ω
ωε
)
(2.11)
On note que pour des pulsations positives, ∆W est inde´pendante de ω et proportionnelle a` ε2m ; ce qui permet
de rapprocher ce mode`le pour ce qui concerne sa partie dissipative avec le mode`le d’amortissement non line´aire
dit de Reid dont la loi de comportement est : σ = α
′
2 |ε|sign (ε˙) et dont l’e´nergie dissipe´e ∆WReid = α′ ε2m est
proportionnelle a` ε2m.
On s’inte´resse ensuite au facteur de qualite´ Q(ω) ; on de´duit de la relation (2.5) :
Q(ω) =
{
2
απ
+
2
π
ln
∣∣∣∣ ωωε
∣∣∣∣} sign( ωωε
)
(2.12)
Si on se limite au premier terme de l’expression pre´ce´dente, on note que le facteur de qualite´ est alors pour des
pulsations positives une constante : Q(ω) = 2απ .
Makris retrouve les meˆmes e´quations en rendant causal le mode`le hyste´re´tique ide´al. On peut ge´ne´raliser cette
ide´e de de´veloppement au premier ordre suivant α de toutes les expressions
Le tableau (2.2) pre´sente pour le spring-pot qui est le mode`le de base des mode`les aux de´rive´es fractionnaires
et le mode`le hyste´re´tique causal les fonctions caracte´ristiques comme dans le tableau pre´ce´dent (2.1). On note
que pour le spring-pot α est un re´el compris entre 0 et 1 et que pour le mode`le hyste´re´tique causal, τ = 1ωε et
un nouveau parame`tre est introduit : t1 = τ e
−C ou` C est la constante d’Euler (C = 0.577216). On rappelle que
δ(t) et Y(t) sont respectivement la distribution de Dirac et celle de Heaviside.
89Le calcul de la de´rive´e au sens des distributions de ln |t| Y(t) s’effectue par : ˙(ln |t| Y(t))′ , ϕ(t)¸ = − 〈ln |t| Y(t), ϕ′(t)〉 =
− R+∞0 ln |t|ϕ′(t)dt = limε→0
»
log(ε)ϕ(ε) +
Z +∞
ε
ϕ(t)
t
dt
–
= lim
ε→0
fi
log(ε)δε(t) +
1
t
I[ε,+∞[(t), ϕ(t)
fl
.
90on sait que la transforme´e de Laplace de la fonction de fluage est T.L. {j} (p) = 1
pΓ(p)
.
91Le de´veloppement en se´rie de la fonction ln(1+x) au voisinage de 0 (rayon de convergence R = 1) est : ln(1+x) =
X
i=1
(−1)i−1 x
i
i
.
92Au vu de la note 88, f1(t) est la de´rive´e au sens des distributions de (−C − ln |t|)Y(t). On rappelle que la de´rive´e au sens des
distributions de ln |t| Y(t) est : p.f.˘ 1
t
Y(t)¯ = limε→0 log(ε)δε(t) + 1t I[ε,+∞[(t) ou` p.f. de´signe la pseudo-fonction (cf note 89). On
montre alors aise´ment que : t · p.f.˘ 1
t
Y(t)¯ = Y(t). Finalement, on a : f1(t) = −Cδ(t)− p.f.˘ 1tY(t)¯.
93f2(t) = f1(t) ∗ f1(t) = C2 δ(t)− 2C p.f.
˘
1
t
Y(t)¯+ 2
t
ln |t|Y(t). En effet : p.f.˘ 1
t
Y(t)¯ ∗ p.f.˘ 1
t
Y(t)¯ = 2
t
ln |t|Y(t).
94g(t) = 1
E
˘`−C − α
2
C2
´
δ(t) + (−1 + Cα) p.f.˘ 1
t
Y(t)¯− α
t
ln |t|Y(t)¯ et −tg(t) = 1
E
{1 + α (−C + ln |t|)}Y(t)
95Cette relation se de´duit aise´ment de : j(τt) = 1
E
n
1 + α ln
τ |t|
t1
o
Y(t).
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spring-pot hyste´re´tique causal
N. P. 3 3
(E, τ et α) (E, τ et α)
L.C. σ(t) = EταDα {ε} (t) σ(t) = Eε(t)
= Eτ
α
Γ(1−α)
∫ t
0
(t− τ)−α ε˙(τ)dτ −Eα ∫ t
0
ln
(
t−u
t1
)
ε˙(t)dt
Γ(p) Eταpα E (1 + α ln (τ p))
r(t) E 1Γ(1−α)
(
t
τ
)−α Y(t) E (1− α ln( tt1))Y(t)
γ(t) Eτα 1Γ(1−α)
[
1
tα δ(t) E [(1 + α ln(t1)) δ(t)
− αtα+1Y(t)
] −αp.f.{ 1tY(t)}]
j(t) 1E
1
Γ(1+α)
(
t
τ
)α Y(t) 1E (1 + α ln( tt1))Y(t)
Q(ω) cotan
(
π
2 α
)
sgn(ω) 2απ sgn(ω)
∆W πEταωα sin
(
π
2α
)
ε2m Eπ
2 α
2 sgn(ω)ε
2
m
ηeq
Eτα
ω1−α sin
(
π
2α
)
E π2ωα sgn(ω)
ς tan
(
π
2α
)
sgn(ω) π2α sgn(ω)
Tab. 2.2 Fonctions caracte´ristiques du mode`le rhe´ologique du spring-pot et du mode`le hyste´re´tique causal
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B.3 D’autres mode`les line´aires plus e´labore´s
En recherchant a` mode´liser le frottement solide, Biot(96) propose un mode`le pour la friction solide de telle
sorte que la partie imaginaire du module complexe soit proche d’une quantite´ inde´pendante de la fre´quence. On
obtient pour le module ope´rationnel :
Γ(p) = E
{
1 + α ln
(
1 +
p
ωε
)}
(2.13)
et ensuite pour le module complexe :
M(ω) = E
{
1 + α ln
(
1 + i
ω
ωε
)}
(2.14)
= E
1 + α ln
√
1 +
(
ω
ωε
)2
+ iα arctan
(
ω
ωε
) (2.15)
Lorsque ωε tend vers ze´ro, l’e´criture du mode`le hyste´re´tique causal et celle du mode`le de Biot sont e´quivalentes.
Biot pre´cise que si de plus, α est faible, alors les parties re´elle et imaginaire du module complexe sont “presque”
constantes sur une large plage de fre´quence.
La fonction de relaxation se de´duit de la relation 2.13 :
r(t) = E { 1 + αE1(ωεt)} Y(t) (2.16)
ou` E1(.) de´signe l’inte´grale exponentielle
(97) ; relation que l’on peut encore e´crire :
r(t) = E
{
1− αC − α ln |ωεt| − α
+∞∑
n=1
(−1)n (ωεt)n
nn!
}
Y(t)
On note que r(t) →
t→0
+∞ et que r(t) →
t→+∞
E. On de´duit ensuite la fonction γ(t) (98) :
γ(t) = E
{
δ(t)− αe
−ωεt
t
Y(t)
}
(2.17)
Si on examine ce mode`le de plus pre`s, on remarque que le module peut eˆtre vu comme le de´veloppement
limite´ a` l’ordre 1, suivant α, du module complexe M˜(ω) suivant :
M˜(ω) = E
(
1 + i
ω
ωε
)α
= E e
α

ln
q
1+( ωωε )
2
+i arctan( ωωε )
ﬀ
(2.18)
Le module ope´rationnel associe´ a` M˜(ω) s’e´crit : Γ˜(p) = Eτα (ωε + p)
α
; on remarque que Γ˜(p) est une
version du module ope´rationnel du spring-pot que l’on note Γ(p), translate´e de ωε. On a donc ∀p :
T.L. {γ˜(t)} (p) = T.L. {γ(t)} (p + ωε) = T.L. {γ(t)e−ωεt} (p) ; ce qui entraˆıne : γ˜(t) = γ(t)e−ωεt et fi-
nalement γ˜(t) = Eτα 1Γ(1−α)
[
1
tα δ(t) − αtα+1Y(t)
]
e−ωεt. On note que ∀t > 0 : γ˜(t) < γ(t) et que la
de´croissance de la fonction γ˜(t) est acce´le´re´e lorsque le temps tend vers +∞, traduisant un mate´riau avec
une me´moire “plus rapidement” e´vanescente. Si on revient au mode`le de Biot, on de´duit que l’on peut voir
sa fonction gamma comme la fonction gamma du mode`le hyste´re´tique causal multiplie´e par e−ωεt soit :
E
{(
1− α ln
(
t
t1
))
e−ωεtδ(t)− αt e−ωεtY(t)
}
.
Finalement, le tableau (2.3) donne les meˆmes fonctions caracte´ristiques pour les deux mode`les “classiques”
utilisant les de´rive´es fractionnaires a` savoir les mode`les de Kelvin-Voigt et de Zener fractionnaires qui sont
obtenus respectivement a` partir des mode`les de Kelvin-Voigt et de Zener en remplac¸ant l’e´le´ment visqueux
(dash-pot) par l’e´le´ment spring-pot. On note que α est un re´el compris entre 0 et 1. Mα est la fonction de
Mittag-Leﬄer : Mα [x] = 1 +
∞∑
n=1
xn
Γ(1 + αn)
. Y(t) est la distribution de Heaviside. Pour le mode`le de Zener,
96M.-A. Biot. Linear thermodynamics and the mechanics of solids. In Proc. 3rd US Natl. Congress in Applied Mechanics ASME,
pp. 1-18, 1958.
97L’inte´grale exponentielle E1(.) est de´finie par : E1(x) =
R−∞
x
e−u
u
du pour x ≥ 0. On a : limx→0 E1(x) = +∞.
98La de´rive´e de l’inte´grale exponentielle est :
dE1(x)
dx
= − e−x
x
Y(x).
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trois nouveaux parame`tres sont introduits : E∞ = E0E1E0+E1 , J0 =
1
E0
, J1 =
1
E1
. On note aussi que le calcul de
l’e´nergie dissipe´e pour le mode`le de Zener fractionnaire est approche´ (cf. ma the`se [THE2], pp. 244-246) ; ainsi,
lorsque α tend vers 1, le terme propose´ repre´sente un de´veloppement limite´ du terme exact, a` l’ordre 1 au
voisinage de ω = 0 (correspondant a` t infini).
C Les e´quations diffe´rentielles de la dynamique
Les e´quations diffe´rentielles(99) jouent un roˆle central dans l’utilisation de la puissance des mathe´matiques
pour de´crire le monde qui nous entoure. Mon travail de recherche, jusqu’a` ce jour, a e´te´ limite´ aux e´quations
diffe´rentielles. Les e´quations diffe´rentielles sont en principe d’ordre 2(100) ; a` partir de la dimension 3 pour l’ordre
du syste`me d’e´quations diffe´rentielles, il n’existe quasiment plus d’e´tude the´orique possible mis a` part le cas de
syste`mes line´aires a` coefficients constants qui permettent d’obtenir la forme explicite des solutions par exemple
a` l’aide de techniques de re´solution par quadrature(101). Il reste alors l’utilisation des me´thodes nume´riques
qui permettent le calcul ite´ratif de solutions approche´es. Le monde des e´quations diffe´rentielles line´aires qui est
d’un acce`s facile, a e´te´ e´tudie´e depuis longtemps avec profit. Pour aborder ou les e´quations diffe´rentielles non
line´aires, il n’existe pas de technique ge´ne´rale fiable et les travaux de plusieurs ge´ne´rations de mathe´maticiens
comme, par exemple, Poincare´, ne fournissent que des renseignements partiels sur le comportement de leurs
solutions.
En dynamique des structures, on s’inte´resse donc a` des structures discre´tise´es en espace a` N degre´s de liberte´
(par exemple a` l’aide des Ele´ments Finis). La structure est discre´tise´e en un nombre suffisant de degre´s de liberte´
afin de pre´dire le plus fide`lement possible, le comportement dynamique de la structure dans une certaine bande
fre´quentielle.
On note u(t) le vecteur des de´placements (aux nœuds de la structure pour la me´thode des e´le´ments finis) et
F (t) le vecteur des forces exte´rieures. A` partir d’un instant initial t0, les e´quations du mouvement conduisent
– soit a` un syste`me de N e´quations diffe´rentielles du second ordre en u(t). En supposant que la configuration
de re´fe´rence est immobile, que le mouvement est de´crit par rapport a` celle-ci en coordonne´es carte´siennes
et que les forces exte´rieures peuvent varier avec les de´placements subis par l’objet, on trouve (cf. Ge´radin
dans la note de bas de page N
◦
3) le syste`me d’e´quations suivant :
M u¨(t) + g (u(t) , u˙(t)) = F (t,u(t)) (2.19)
ou` M est la matrice de masse qui est syme´trique, de´finie positive. Il faut y adjoindre les conditions initiales :
u(t0) et u˙(t0). Le terme g (u(t) , u˙(t)) repre´sente les forces internes dans la structure. Il contient a` la fois
la contribution des forces e´lastiques et celle des forces de dissipation. Graˆce a` la me´thode des e´le´ments
finis(102), il est calcule´ pour chaque e´le´ment fini, par inte´gration sur le volume, des contraintes σ
(
ε , ε˙
)
(103).
– soit a` une relation d’e´tat qui ge´ne´ralement, peut s’e´crire pour t > t0, sous la forme d’un syste`me diffe´rentiel
du premier ordre :
X˙(t) = a(X , t)+ b(F (t) , t) (2.20)
99Selon J.-H. Hubbard, les e´quations diffe´rentielles sont le principal instrument utilise´ par les scientifiques pour formuler des
mode`les mathe´matiques de situations re´elles.
100On sait qu’une e´quation re´elle d’ordre 2 (plus ge´ne´ralement d’ordre n) peut eˆtre conside´re´e comme un syste`me du premier
ordre dans R2 (plus ge´ne´ralement Rn) ; cf. relation d’e´tat pre´sente´e plus loin.
101On dit que l’e´quation diffe´rentielle est re´soluble par quadrature si l’on peut exprimer ses solutions a` partir des fonctions bien
connues (fonctions puissances, trigonome´triques, logarithme, exponentielles, etc.) au moyen des quatre ope´rations de l’arithme´tique,
de la composition et de l’inversion des fonctions et de la prise de primitive aussi appele´e quadrature.
102Dans la me´thode des e´le´ments finis, on adopte habituellement une notation matricielle simplifie´e qui prend en compte la
syme´trie des tenseurs des de´formations et des contraintes : les 6 composantes diffe´rentes des tenseurs sont regroupe´es dans une
matrice uni-colonne, respectivement on a :
ε = [ε11 : ε22 : ε33 : ε12 : ε23 : ε13]
T et σ = [σ11 : σ22 : σ33 : σ12 : σ23 : σ13]
T . On pose aussi D l’ope´rateur de de´rivation et N la
matrice associe´e des cosinus directeurs ni de la normale exte´rieure a` la surface qui sont de´finis par :
DT =
0B@
∂
∂x1
0 0 ∂
∂x2
0 ∂
∂x3
0 ∂
∂x2
0 ∂
∂x1
∂
∂x3
0
0 0 ∂
∂x3
0 ∂
∂x2
∂
∂x1
1CA et NT (x1, x2, x3) =
0@n1 0 0 n2 0 n30 n2 0 n1 n3 0
0 0 n3 0 n2 n1
1A.
103La force interne pour chaque e´le´ment fini vaut : gele (u(t) , u˙(t)) =
R
V Be
T σ
“
ε , ε˙
”
dV ou` Be est dans le cas ou` les
non-line´arite´s sont d’origine mate´rielle uniquement, la matrice e´le´mentaire des de´formations reliant les de´formations locales aux
de´placements nodaux : Be = DN . Dans le cas de non-line´arite´s ge´ome´triques, Be exprime la relation entre les variations des
meˆmes quantite´s.
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Kelvin-Voigt fractionnaire Zener fractionnaire
N. P. 3 (E τ et α) 4 (E0, E1, τ et α)
L.C. σ = Eε+ EταDα {ε} σ + E∞E0 ταDα {σ}
= E∞ [ε+ ταDα {ε}]
Γ(p) E(1 + ταpα) E∞
1+ταpα
1+ E∞
E0
ταpα
r(t) E
[
1 + 1Γ(1−α)
(
t
τ
)−α]Y(t) [E∞−
(E0 − E∞)Mα
(
(−tτ )
α
)]Y(t)
j(t) 1E
[
1−Mα
(
(−tτ )
α
)]Y(t) [(J0 + J1)
−J1Mα
(
(−tτ )
α
)]Y(t)
Q(ω) cotan
(
π
2α
)
sign(ω) E0+E∞τ
2αω2α
(E0−E∞)ταωα sin(pi2 α)
+ 1
ταωα sin(pi2 α)
+E0+E∞E0−E∞ cotan
(
π
2α
)
sign(ω)
∆W πEταωα sin
(
π
2α
)
ε2m πE∞τ
αωα
(
1− E∞E0
)
sin
(
π
2α
)
ε2m
ηeq
Eτα
ω1−α sin
(
π
2α
)
E∞τ
α
ω1−α
(
1− E∞E0
)
sin
(
π
2α
)
ς
(τω)α sin(pi2 α)
1+(τω)α cos(pi2 α)
(τω)α (E0−E∞) sin(pi2 α)
E0+E∞(τω)2α+(τω)α (E0−E∞) cos(pi2 α)
Les trois tableaux sont constitue´s de : N. P. signifie nombre de parame`tres, L.C. loi de comportement, r(t) est
la fonction de relaxation, γ(t) est la de´rive´e de la fonction de relaxation, j(t) est la fonction de fluage, Γ(p)
est le module ope´rationnel, Q(ω) est le facteur de qualite´, ∆W est l’e´nergie dissipe´e au cours d’un cycle de
de´formation, ηeq(ω) est le coefficient de viscosite´ e´quivalent et ς est le coefficient ou facteur de perte.
Tab. 2.3 Caracte´ristiques des mode`les rhe´ologiques fractionnaires de base
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a` laquelle, on ajoute la relation d’e´volution ou d’observation qui relie l’e´tat X(t) et la sortie u(t) :
u(t) = G [X(t), F (t), t] (2.21)
Le vecteur X est appele´ le vecteur d’e´tat ; pour un syste`me me´canique, le vecteur d ’e´tat est habituellement
constitue´ par l’ensemble des positions et vitesses relatives a` chaque degre´ de liberte´ (ou toute combinaison
e´quivalente). Le premier terme a(X , t) de´crit l’e´volution libre du syste`me tandis que le second terme
b(F (t) , t) fait intervenir l’e´volution force´e par l’interme´diaire de l’excitation. Il faut encore adjoindre la
condition initiale X(t0) = X0.
Dans la repre´sentation d’e´tat, le vecteur d’e´tat X(t) posse`de la proprie´te´ markovienne(104) : l’e´tat futur
de´pend de l’e´tat initial et de l’e´volution du signal d’entre´e ou de commande {d(τ) | τ ∈ [t0, t1]} dont F (t)
se pre´sente comme une de´rive´e en un sens plus ou moins ge´ne´ralise´.
C.1 Cas line´aire
Le cas du syste`me line´aire conservatif (sans dissipation d’e´nergie) et non gyroscopique est classiquement
e´tudie´ ; il correspond au comportement e´lastique line´aire. La repre´sentation par e´quations diffe´rentielles permet
d’e´crire :
M u¨(t) + K u(t)− F (t) = 0 (2.22)
ou` K est la matrice de rigidite´ qui est suppose´e de´finie positive. Les e´quations (2.22) peuvent eˆtre vues comme un
ensemble de re´sonateurs e´le´mentaires couple´s. Le de´couplage de ces e´quations est obtenu a` l’aide du changement
de variables u = ΦU ou` Φ est la matrice modale(105) et apre`s multiplication de l’e´quation diffe´rentielle
matricelle (2.22) par Φt, on obtient :
m U¨(t) + k U(t) − f(t) = 0 (2.23)
ou` m = Φt M Φ est la matrice de masse ge´ne´ralise´e, k = Φt K Φ est la matrice de rigidite´ ge´ne´ralise´e et
f(t) = Φt F (t) est la force d’excitation ge´ne´ralise´e.
Il est ensuite possible et fre´quent d’ajouter a` cette repre´sentation conservative un amortissement forfaitaire de
type visqueux. Nous avons vu que l’amortissement correspond a` la dissipation d’e´nergie lors des vibrations de
l’objet, ge´ne´ralement sous forme de chaleur(106). Ainsi, dans le cas e´lastique line´aire stationnaire avec amortis-
sement visqueux, le syste`me d’e´quations diffe´rentielles devient :
M u¨(t) + C u˙(t) + K u(t)− F (t) = 0 (2.24)
ou` C est la matrice d’amortissement.
D’une fac¸on ge´ne´rale, lorsque le syste`me me´canique e´tudie´ est line´aire causal multivariable ayant r entre´es
rassemble´es dans le vecteur F (t) et m sorties rassemble´es dans le vecteur u(t) , la repre´sentation d’e´tat d’ordre
n du syste`me peut se mettre sous la forme ̥ :
X˙(t) = A(t)X(t) + B(t) ̥(t) (2.25)
u(t) = C(t) X(t) + D(t) ̥(t) (2.26)
Si les matrices A, B , C et D ne de´pendent pas du temps, le syste`me est dit stationnaire.
En posant le vecteur d’e´tat X(t) =
(
u(t)
u˙(t)
)
, on peut e´crire le syste`me de N e´quations diffe´rentielles
line´aires 2.24 sous la forme repre´sentation d’e´tat 2.25 ou` A =
(
ON IN
−M−1K −M−1C
)
, B =
(
ON
M−1
)
et
̥ =
(
ON
F (t)
)
. On obtient un syste`me de 2N e´quations diffe´rentielles du premier ordre. Si on fait, de plus,
l’hypothe`se que l’on a mesure´ R composantes du de´placement R ≤ N , la matrice d’observation C s’e´crit alors :
C =
(
OR ON−R
)
.
104La proprie´te´ markovienne entraˆıne que, e´tant donne´ la valeur initiale X(t0), le calcul de X(t1) a` un instant t1 ulte´rieur ne fait
intervenir que la valeur du signal d’entre´e entre t0 et t1 :
X(t1) = F [X(t0), t0, t1, {d(τ) | τ ∈ [t0, t1]}]
La limite supe´rieure t1 exprime la causalite´, la limite infe´rieure t0 exprime que l’e´tat futur ne de´pend pas de la fac¸on dont les entre´es
ante´rieures a` t0 ont pu conduire le syste`me dans l’e´tat initial X(t0), mais seulement de cet e´tat initial et des entre´es ulte´rieures.
105La matrice modale est la matrice dont les colonnes sont les modes ou vecteurs propres.
106On peut rencontrer aussi une conversion de l’e´nergie me´canique en rayonnement acoustique, telle la vibration de flexion d’une
barre en alliage d’aluminium suspendue a` ses extre´mite´s qui soumise a` un choc, produit un bruit audible pendant quelques secondes.
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C.1.1 Filtre line´aire
Le filtre line´aire a` temps continu ou discret est une classe particulie`re importante de mode`les appartenant
a` la repre´sentation externe et tre`s utilise´e a` l’origine, en e´lectronique et en traitement des signaux mais qui
peut aussi qualifier un grand nombre de syste`mes qu’ils soient me´caniques, chimiques ou biologiques, etc. Le
filtre line´aire s’applique a` des objets dynamiques qui ont les proprie´te´s suivantes : univoque, continu, line´aire
et stationnaire(107). Un filtre line´aire est par de´finition un ope´rateur de convolution qui au signal d’entre´e F (t)
associe le signal de sortie u(t) de telle sorte que :
F (t) = h(t) ∗ u(t) =
∫ +∞
−∞
h(t− τ)u(τ) dτ (2.27)
Les filtres line´aires doivent habituellement ve´rifier trois proprie´te´s supple´mentaires intrinse`ques aux phe´nome`nes
physiques re´els a` savoir : (1) le fait que les signaux d’entre´e et de sortie sont re´els, (2) la causalite´ qui traduit que
l’effet ne peut pas pre´ce´der la cause qui la produit et (3) la stabilite´ qui traduit qu’une entre´e borne´e entraˆıne
une sortie borne´e.
C.2 Vibrations d’oscillateurs line´aires. Application a` l’isolation vibratoire
Cette section est consacre´e a` l’e´tude des vibrations d’oscillateurs amortis line´aires en particulier ceux obtenus
a` partir de mode`les rhe´ologiques pre´sente´s ci-dessus, en leur ajoutant une masse. Plusieurs phe´nome`nes (“clas-
siques”) seront mentionne´s : comme celui de la re´sonance, celui de l’amplification dynamique et enfin celui de
la transmission des vibrations.
Un premier paragraphe met l’accent entre la diffe´rence entre pulsation de re´sonance et pulsation propre. Une
attention particulie`re est ensuite donne´e a` l’isolation vibratoire. Prenons l’exemple des machines tournantes telles
que les moteurs a` explosion, les moteurs e´lectriques, les turbines, etc... Parmi les conse´quences des vibrations
engendre´es par ces machines figure le phe´nome`ne de transmission d’un certain niveau vibratoire, au baˆti qui
supporte la machine. Dans certaines circonstances, ce niveau peut eˆtre juge´ trop e´leve´ et il devient alors ne´cessaire
d’avoir recours a` des techniques d’isolation anti-vibration permettant de re´duire les effets transmis au baˆti. Parmi
ces techniques, la plus usuelle consiste a` intercaler entre la machine et sa fondation une suspension viscoe´lastique
afin de re´duire la force transmise a` la fondation dans une certaine plage de fre´quences.
Les oscillateurs line´aires pre´sente´s seront donc aussi analyse´s dans le cadre de l’isolation vibratoire. Ainsi,
pour des fre´quences voisines de la fre´quence de re´sonance du syste`me masse-isolateur ainsi constitue´, il y a
ge´ne´ralement au contraire, amplification de la force transmise. Ainsi, lors du projet de conception du syste`me
d’isolation, a` fixer les fre´quences de re´sonance dans un domaine qui ne recoupe pas celui de l’excitation ou dans
un domaine qui ne soit pas juge´ geˆnant pour l’environnement.
C.2.1 Pulsation de re´sonance - Pulsation propre
Le phe´nome`ne classique dans l’e´tude des vibrations des structures et donc des oscillateurs est le phe´nome`ne de
re´sonance bien connu des e´tudiants en me´canique ; un exemple classique est celui d’un re´giment de soldats
franchissant un pont au pas. L’excitation “pe´riodique” et re´partie lors de son passage est susceptible de de´truire le
pont si la fre´quence de l’excitation correspond a` une fre´quence de re´sonance du pont. Si cette expe´rience militaire
a entraˆıne´ une modification du re`glement militaire, elle reste peu accessible a` notre expe´rience quotidienne.
Prenons comme autre exemple, plus connu parce que tre`s de´sagre´able, celui du train non e´quilibre´ d’une voiture.
Dans certaines plages de vitesse, le volant se met a` vibrer violemment. La roue produit une excitation pe´riodique
sur la suspension et sur la direction du ve´hicule par un effet de balourd. Vue de l’exte´rieur, la roue perd le contact
avec le sol d’une manie`re pe´riodique.
L’ensemble roue, direction, amortissement et ressort peut eˆtre repre´sente´ par un oscillateur excite´ par une force
pe´riodique. La fre´quence de la force est relie´e a` la vitesse du ve´hicule. A la fre´quence de re´sonance de ce syste`me,
l’amplitude du de´battement de la masse croˆıt de manie`re significative pour une amplitude de sollicitation
constante. Ce sont deux exemples de phe´nome`nes de re´sonance qui apparaissent lorsque la fre´quence de la force
d’excitation e´gale une fre´quence particulie`re appele´e fre´quence de re´sonance. Cette fre´quence est de´finie comme
la fre´quence qui donne un maximum pour le module de la FRF ou re´sonance d’amplitude.
Il existe une autre fre´quence caracte´ristique pour le syste`me appele´e fre´quence propre qui est de´finie comme la
fre´quence des oscillations de la re´ponse transitoire. Cette notion est lie´e a` la proprie´te´ d’isochronisme des filtres
107univoque : a` un signal d’entre´e correspond un signal de sortie ; continu : des signaux d’entre´e “peu” diffe´rents conduisant
a` des signaux de sortie “peu” diffe´rents ; line´aire : re´union des deux proprie´te´s d’additivite´ et d’homoge´ne´ite´ ; stationnaire ou
non-veillissant : proprie´te´ d’invariance dans le temps.
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line´aires(108). Une pulsation propre est aussi de´finie comme la partie imaginaire d’un des poˆles de la fonction
de transfert. De nombreux exemples d’objets familiers tels les montres ou les pendules utilisent les effets des
fre´quences propres des ressorts en spirales, des quartz afin d’obtenir un mouvement pe´riodique permettant une
mesure du temps. Les fre´quences de re´sonance et propre ont des valeurs diffe´rentes ; lorsque l’amortissement
modal est “faible”, elles sont tre`s voisines et sont ge´ne´ralement confondues.
C.2.2 Isolation vibratoire
Le concept d’isolation vibratoire est e´tudie´ habituellement a` l’aide d’un oscillateur forme´ d’un corps rigide
repre´sentant l’e´quipement relie´ a` une fondation par l’interme´diaire d’un syste`me isolant ayant des proprie´te´s
e´lastiques (support de l’e´quipement) et amortissantes ( dissipation de l’e´nergie)(109). On e´tudie se´pare´ment le
cas des re´ponses a` une force d’excitation harmonique en re´gime permanent de celui des re´ponses transitoires
a` un essai de choc. On se limite par la suite, a` l’e´tude de la re´ponse permanente de l’oscillateur a` une exci-
tation harmonique et on suppose que la re´ponse de l’oscillateur est aussi harmonique de meˆme pulsation que
l’excitation(110). Lorsque le comportement de l’isolant est line´aire, cette dernie`re hypothe`se est imme´diatement
ve´rifie´e. Finalement, le syste`me isolant posse`de une certaine rigidite´, on note kst sa rigidite´ statique et ω0 =
kst
m
la pulsation propre du syste`me conservatif associe´(111). Les mode`les pre´sente´s dans la suite, seront aussi e´tudie´s
dans le cadre de l’isolation vibratoire(112).
Si le mode`le rhe´ologique de l’isolation est non line´aire, on se limite au cas de faibles non-line´arite´s. Certains
the´ore`mes lorsque les non-line´arite´s sont de´couple´es en de´placement et en vitesse et assez re´gulie`res, comme
celui de Reuter(113) permettent de conclure sur l’existence d’une solution pe´riodique de pe´riode T de l’e´quation
diffe´rentielle a` une excitation harmonique de pe´riode T (cf. ma the`se de doctorat pp. 133-135 [THE2]). De fac¸on
ge´ne´rale, on peut dire que la re´ponse d’un oscillateur non line´aire a` une excitation pe´riodique de fre´quence ν
peut contenir des vibrations pe´riodiques a` la fre´quence νq ou` q est un entier supe´rieur ou e´gal a` 1.
Comme toute fonction pe´riodique peut se de´velopper en se´ries de Fourier(114), on se limite au premier terme
de la se´rie ou premier harmonique ou composante fondamentale : ufd(t) = u1 cos
(
2π tT + ϕ1
)
. L’application de
me´thode de Galerkin permet de de´terminer des solutions pe´riodiques approche´es(115).
Le crite`re d’efficacite´ d’une isolation vibratoire est fonde´ sur la notion de transmissibilite´(116) et plus pre´cise´ment
sur le coefficient de transmissibilite´ absolue ou sur le coefficient de transmissibilite´ relative. Ces coefficients ont
des de´finitions diffe´rentes suivant les deux cas pouvant se se pre´senter lors de l’isolation de l’e´quipement vis a`
vis de sa fondation :
– La source des vibrations inde´sirables est produite par l’e´quipement lui-meˆme. Dans ce cas, la fondation est
fixe : z(t) = 0, il n’y a qu’un mouvement absolu par rapport a` la fondation(117). L’e´quation diffe´rentielle
108La proprie´te´ d’isochronisme e´nonce que la pe´riode des vibrations libres du syste`me est inde´pendante de l’amplitude de vibration.
Cette proprie´te´ est ve´rifie´e pour les syste`mes line´aires et ne l’est plus pour des syste`mes non line´aires.
109On note m la masse de l’oscillateur, u(t) le de´placement de la masse et z(t) celui de la fondation ; les mesures de de´placement
e´tant faites par rapport a` la position d’e´quilibre statique. Le de´placement relatif de la masse est note´ : δ(t) = u(t)− z(t).
110La force excitatrice harmonique et la re´ponse de la masse m sont note´es respectivement : F (t) = F0 sin (Ωt) et u(t) =
u0 sin (Ωt+ ϕ). On note encore : z(t) = z0 sin (Ωt) et le de´placement relatif est e´gal a` : δ(t) = δ0 sin (Ωt+ ξ)
111Si la rigidite´ kst du ressort n ?est pas connue, on peut l’obtenir a` l’aide la de´flexion statique ∆st, en faisant l’hypothe`se d’un
comportement line´aire : kst =
mg
∆st
.
112L’isolation vibratoire est la conception d’un dispositif permettant la re´duction des vibrations de structures et utilisant des
techniques de controˆle passif.
113Le the´ore`me de Reuter permet de pre´ciser l’existence de solutions pe´riodiques a` une e´quation diffe´rentielle du second ordre avec
un second membre continu, pe´riodique et borne´. Dans le cas de l’e´quation diffe´rentielle en re´gime force´ : u¨+g(u)+h(u˙) = f0 cos(ω t)
avec les conditions initiales u(t0) = u0 et u˙(t0) = v0, le the´ore`me e´nonce que si g et h sont des fonctions continues sur R
respectivement de u et u˙, si leurs de´rive´es respectives existent et sont continues par morceaux et borne´es dans chaque intervalle
fini et si lim
u→±∞
g(u) = ±∞ et lim
u˙→±∞
h(u˙) = ±∞, alors il existe au moins une solution pe´riodique sur [t0,+∞[ avec une pe´riode
minimale T .
114Le the´ore`me e´nonce que toute fonction pe´riodique u(t) de pe´riode T , sommable sur une pe´riode, a un de´veloppement en se´rie de
Fourier. On a : u(t) = a0 +
∞X
n=1
„
an cos
„
2π n
t
T
«
+ bn sin
„
2π n
t
T
««
ou` a0 =
1
T
R a+T
a u(t) dt ; an =
2
T
R a+T
a u(t) cos
`
2π n t
T
´
dt
et bn =
2
T
R a+T
a u(t) sin
`
2π n t
T
´
dt
115On e´crit l’e´quation diffe´rentielle sous la forme ge´ne´rale : u¨(t) + F (u, u˙, νt) = 0 ou` F (u, u˙, νt) est une fonction pe´riodique de t
avec une pe´riode minimum de 2π
ν
. La solution approche´e de cette e´quation diffe´rentielle, est recherche´e sous la forme d’une se´rie
u˜(t) =
nX
k=1
ck ψk(t) ou` les constantes ck sont a` de´terminer et les fonctions inde´pendantes ψk(t) ou fonctions ge´ne´ratrices sont connues.
Si la solution pe´riode de fre´quence existe, alors les n constantes ck sont de´terminer a` l’aide des n conditions :
R 2pi q
ν
0 E(t)ψk(t) dt
ou` E(t) est l’erreur .
116La force transmise de la masse a` la fondation est note´e : Ftr = Ftr0 sin (Ωt+ ψ)
117On a alors : δ(t) = u(t) et le coefficient de transmissibilite´ relative n’a pas de signification.
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qui re´git le mouvement de la masse m est : mu¨+ Ftr(t) = F (t). La force transmise Ftr(t) de´pend de u(t)
et de u˙(t). La transmissibilite´ absolue Ta a seule, un sens et est de´finie comme le rapport de l’amplitude de
la force transmise a` la fondation sur l’amplitude de la force excitatrice. On s’inte´resse aussi au coefficient
d’amplification dynamique Ad de´fini comme le rapport du de´placement de la masse sur le de´placement
statique qu’aurait un ressort de rigidite´ kst soumis a` la force constante F0
(118).
– La fondation est soumise a` un de´placement z(t) impose´ et transmet des vibrations a` l’e´quipement. La force
F (t) applique´e a` la masse est nulle. L’e´quation diffe´rentielle qui re´git le mouvement de la masse m est :
mu¨ + Ftr(t) = 0. La force transmise Ftr(t) de´pend du de´placement relatif δ(t) et de sa de´rive´e δ˙(t). On
de´finit le coefficient de transmissibilite´ absolue comme le rapport de l’amplitude du de´placement absolu de
la masse sur l’amplitude du de´placement impose´ a` la fondation. On de´finit aussi la transmissibilite´ relative
comme le rapport de l’amplitude du de´placement relatif de la masse sur l’amplitude du de´placement impose´
a` la fondation(119).
Les coefficients de transmissibilite´ absolue et relatif ainsi que le coefficient d’amplification dynamique (lorsqu’ils
sont de´finis) sont obtenus apre`s re´solution de l’e´quation diffe´rentielle. Lorsque le comportement est line´aire, le
passage en variables complexes permet d’obtenir rapidement la solution. Ces coefficients sont ensuite trace´s en
fonction du rapport entre la pulsation de la source de vibrations et la pulsation du syste`me conservatif associe´ :
X = Ωω0 .
C.2.3 Quelques mate´riaux usuels pour l’isolation vibratoire
Les ressorts me´talliques he´lico¨ıdaux sont les syste`mes d’isolation classiques(120). Ils ont l’avantage d’eˆtre
peu sensible aux e´tats ambiants (tempe´rature, graisse,...). Les inconve´nients viennent de leur faible capacite´
d’amortissement et de leur facilite´ a` transmettre les bruits. Leur efficacite´ sera ame´liore´e en les doublant
d’amortisseurs(121). Les suspensions a` air sont e´galement employe´s. Les amortisseurs peuvent eˆtre quelquefois
remplace´s par des mate´riaux qui, en plus d’une certaine e´lasticite´, posse`dent des frottements internes propres
assez conside´rables. Les mate´riaux les plus couramment utilise´s pour l’isolation des vibrations me´caniques sont
le caoutchouc, le lie`ge (agglome´re´), le feutre, le plomb et des matie`res plastiques expanse´es ou non(122). On
peut aussi reme´dier aux inconve´nients des ressorts me´talliques en les posant sur du caoutchouc ou du feutre.
Les supports caoutchouc ou e´lastome`res(123) sont utilise´s ge´ne´ralement pour l’isolation des machines le´ge`res.
Le caoutchouc a de bonnes proprie´te´s d’amortissement(124) mais elles varient en fonction de la charge, de la
tempe´rature et des conditions ambiantes. L’e´lastome`re doit aussi eˆtre formule´ pour des utilisations industrielles
(incorporation d’un certain nombre d’additifs : charges et plastifiants, agents de protection, syste`me de vulcani-
sation). Enfin, les plots en e´lastome`res ont, en plus des proprie´te´s des e´lastome`res, des proprie´te´s de re´sistance a`
l’usure et une bonne tenue aux produits chimiques. Le lie`ge est surtout employe´ pour l’isolation acoustique mais
donne e´galement de bons re´sultats pour l’isolation me´canique de machines le´ge`res. Ses caracte´ristiques e´leve´es
d’amortissement ne sont pas affecte´es par des contacts d’huile ou d’eau et les variations faibles de tempe´rature.
Par contre, il n’est pas parfaitement e´lastique.
L’efficacite´ de chaque type de´pend toujours des conditions particulie`res d’emploi. Les suspensions a` air ont
de tre`s basses fre´quences de re´sonance ; on peut atteindre des fre´quences de re´sonance de l’ordre de 1Hz. Les
ressorts me´talliques he´lico¨ıdaux ont des fre´quences de re´sonance basses de l’ordre de 3Hz. Des fre´quences de 5Hz
et plus sont classiques pour les supports caoutchouc. Des fre´quences propres de l’ordre de 25Hz et au-dessus
sont typiques pour le lie`ge. Le feutre permet d’e´viter la transmission des vibrations hautes fre´quences.
La famille des e´lastome`res est devenue actuellement tre`s e´tendue et le choix d’un e´lastome`re pour le choix et la
conception d’une pie`ce pour l’isolation repose principalement sur la ponde´ration des cinq crite`res suivants : (1)
re´sistance a` l’environnement, (2) contraintes me´caniques, (3) tempe´rature de service, (4) conditions de mise en
oeuvre et (5) prix. L’environnement imme´diat de´termine les proprie´te´s ge´ne´rales, les contraintes me´caniques
118Ta =
Ftr0
F0
et Ad =
u
ust
avec ust =
F0
kst
.
119Ta =
u0
z0
et Tr =
δ0
z0
ou` z0 est l’amplitude de la fondation.
120Si on suppose que les ressorts n’ont aucune capacite´ d’amortissement, alors le coefficient de transmissibilite´ absolue vaut :
Ta(X) =
1
|1−X2| ou` X =
Ω
ω0
.
121Les amortisseurs ou dash-pots sont constitue´s par exemple, de cylindres remplis d’huiles dans lequel le de´placement d’un piston
engendre un frottement et donc un amortissement de la vibration.
122En anglais, caoutchouc=“rubber”, lie`ge=“cork”, feutre=“felt”, plomb=“lead”, ressorts me´talliques =“metal springs”, matie`res
plastiques=“plastics” et suspensions a` air =“pneumatic shock-absorbers”.
123Les e´lastome`res (famille des polyme`res) de´signent de fac¸on ge´ne´rale tous les caoutchoucs, substances macromole´culaires natu-
relles ou synthe´tiques posse´dant l’e´lasticite´ caoutchoutique.
124Les principales caracte´ristiques des e´lastome`res sont : (1) la souplesse duˆe a` leur faible rigidite´ (module d’e´lasticite´ E de l’ordre
de quelques MPa.), (2) une haute de´formabilite´ : ils sont capables de supporter de tre`s grandes de´formations sans se rompre et
d’atteindre des allongements a` la rupture de plus de 100% et enfin (3)une grande e´lasticite´ : ils sont capables de retrouver leur
ge´ome´trie initiale apre`s cessation d’une sollicitation.
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donnent le niveau de performance ; la dure´e de vie en service est estime´e par la tempe´rature d’usage ; la nature
du produit donne le mode de production ; le prix est le dernier parame`tre permettant d’assurer le compromis
entre couˆt et fonction. Les spe´cialistes utilisent cette de´marche pour de´finir l’e´lastome`re le plus approprie´ a` un
usage(par exemple l’e´tanche´ite´, le calage, la protection contre l’abrasion et aussi l’isolation vibratoire). Leur
roˆle est ensuite de formuler les diffe´rents ingre´dients permettant d’obtenir le meilleur compromis.
La pre´sentation dans ce me´moire est limite´e au premier cas ou` l’e´quipement provoque les vibrations inde´sirables.
C.3 Les oscillateurs line´aires
Dans ce paragraphe, on e´tudie le comportement vibratoire de quatre oscillateurs line´aires qui sont respecti-
vement l’oscillateur de type Kelvin-Voigt avec amortissement visqueux sous-critique, l’oscillateur hyste´re´tique,
l’oscillateur de type Zener et l’oscillateur de type Kelvin-Voigt fractionnaire. Pour chacun d’entre eux, on donne
lorsque cela est possible : (1) l’e´quation diffe´rentielle qui re´git le mouvement de la masse et a` laquelle on doit
rajouter pour pouvoir la re´soudre, les conditions initiales en de´placement u(t0) = u0 et en vitesse u˙(t0) = u˙0, (2)
l’expression des poˆles et de la re´ponse en vibrations libres, (3) la fonction de re´ponse en fre´quence (FRF) H(ω),
(4) la re´ponse impulsionnelle h(t), (5) les coefficients d’amplification dynamique Ad(X) et de transmissibilite´
absolue Ta(X).
C.3.1 L’oscillateur de type Kelvin-Voigt
C’est l’oscillateur le plus fre´quemment utilise´ en dynamique des structures. Il est fonde´ sur le mode`le
rhe´ologique de Kelvin-Voigt(125) avec un amortissement visqueux de type sous-critique.
L’e´quation diffe´rentielle normalise´e re´gissant les vibrations force´es de cet oscillateur est :
u¨ + 2λω0 u˙ + ω
2
0 u =
F (t)
m
(2.28)
ω0 est la pulsation propre du syste`me conservatif associe´. Le taux d’amortissement λ est compris entre 0
strictement et 1 ; on a deux poˆles complexes conjugue´s a` partie re´elle ne´gative(126). La pulsation propre est :
ωd = ω0
√
1− λ2. La solution en de´placement de l’e´quation diffe´rentielle homoge`ne associe´ a` l’e´quation (2.28)
est : u(t) = e−λω0t
{
u0 cos(ωdt) +
u˙0+λω0u0
ωd
sin(ωdt)
}
.
La FRF de type re´ceptance s’e´crit : H(ω) = 1
m(ω20−ω2+2iλω0ω)
. La FRF de type mobilite´ s’e´crit dans le plan de
Nyquist sous la forme d’un cercle(127) de centre ( 12c , 0) et de rayon
1
2c qui est entie`rement parcouru lorsque ω
parcourt R+ . On n’obtient pas de cercles pour le trace´ des deux autres FRF dans le plan de Nyquist(128).
La re´ponse impulsionnelle est oscillante avec une amplitude exponentielle de´croissante :h(t) = 1mωd e
−λω0 t sin (ωd t).
On pose X = Ωω0 . Le coefficient d’amplification dynamique vaut : Ad(X) =
1√
(1−X2)2+4λ2X2
et le coefficient de
transmissibilite´ absolue vaut :
Ta(X) =
√
1+4λ2X2√
(1−X2)2+4λ2X2
(129).
Ad(X) est maximum pour X = X1 =
√
1− 2λ2, la pulsation de re´sonance est ω1 = ω0
√
1− 2λ2. Le maximum
vaut :
Admax =
1
2λ
√
1−λ2
130).
Ta(X) est maximum pour X = X2 =
√
−1+√1+8λ2
2λ et son maximum vaut :
Tamax =
√(
1 + 12λ2 − 1λ2(3+√1+8λ2)
)
(131).
125On rappelle que le mode`le de Kelvin-Voigt est forme´ d’un ressort k et d’un amortisseur visqueux c en paralle`le.
126On rappelle que : ω0 =
q
k
m
, λ = c
2mω0
. Les poˆles sont les racines de l’e´quation caracte´ristique r2 + 2λω0 r + ω20 = 0 :
r1 = −λω0 + iωd ou` ωd est la pseudo-pulsation propre : ωd = ω0
√
1− λ2.
127L’e´quation du cercle dans la plan de Nyquist est :
`ℜ{H} − 1
2c
´2
+ (ℑ{H})2 = 1
4c2
.
128Pour la FRF de type re´ceptance, on a : (ℜ{H})2 + `ℑ{H}+ 1
2cω
´2
= 1
4c2ω2
et pour la FRF de type inertance, on a :
(ℜ{H})2 + `ℑ{H}+ ω
2c
´2
= ω
2
4c2
.
129Les de´phasages respectivement ϕ, entre la re´ponse et la force d’excitation et ψ, entre la force transmise et la force d’excitation
sont tels que : tan(ϕ) = − 2λX
1−X2 et tan(ψ) = − 2λX
3
(1−X2)2+4λ2X2
.
130On note que pour λ = 1√
2
, X1 = 0 et Admax = 1. On n’a pas d’amplification dynamique. On note aussi que lorsque λ est
“petit”, on a : Admax ≈ 12λ .
131On a aussi l’e´criture : Tamax =
r
8λ4
8λ4−4λ2−1+
√
1+8λ2
. Lorsque λ est “petit”, on a : Tamax ≈ 12λ . On note aussi que pour
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Le comportement asymptotique pour des Ω “grands”, de Ad(X) et de Ta(X) est respectivement de l’ordre de :
1
X2 =
ω20
Ω2 et de
2λ
X =
2λω0
Ω .
Pour une isolation correcte (zone d’atte´nuation), il faut avec ce mode`le d’oscillateur que : X ≫ √2(132). Donc de
fac¸on ge´ne´rale, cette condition est “plus facilement” ve´rifie´e si ω0 est faible. Les conditions favorables sont donc
une masse m “plus” importante et/ou une rigidite´ du syste`me isolant plus faible. D’un point technologique, des
isolateurs trops souples avec une masse trop importante risquent de poser des proble`mes de stabilite´. De plus, le
trace´ de Ta(X) montre que lorsque λ augmente, l’enveloppe de Ta de´croˆıt pour 0 < X <
√
2 ; et elle augmente
pour X >
√
2. Ainsi, pour des vibrations a` fre´quence Ω e´leve´es, il est pre´fe´rable d’utiliser des amortisseurs
a` tre`s faible taux d’amortissement λ. Par contre, pour des pulsations telles que Ω <
√
2ω0, on utilisera des
amortisseurs a` taux d’amortissement λ e´leve´.
L’introduction de ce mode`le dans les e´quations du mouvement procure des relations “simples” mais il est souvent
loin de repre´senter correctement les effets dissipatifs re´els.
C.3.2 L’oscillateur avec amortissement hyste´re´tique
On s’inte´resse en premier lieu, a` l’oscillateur hyste´re´tique ide´al meˆme tout en sachant que ce mode`le n’est
pas causal. Lorsque l’excitation F (t) est harmonique et uniquement dans ce cas, l’e´quation diffe´rentielle qui
re´git le mouvement de la masse de l’oscillateur peut se mettre sous la forme pour des pulsations positives :
u¨(t) + ω20(1 + iγ)u(t) =
F (t)
m
(2.29)
et pour des pulsations ne´gatives :
u¨(t) + ω20(1− iγ)u(t) =
F (t)
m
(2.30)
ou` ω0 =
√
k
m et γ > 0. Le terme k(1 + iγ) est appele´ rigidite´ complexe : l’amortissement hyste´re´tique est
proportionnel a` l’amplitude du de´placement et de direction oppose´e a` celle de la vitesse pour des excitations
harmoniques. Le parame`tre γ est e´gal au coefficient (ou facteur) de perte et par conse´quent est compris entre
0 strict et 1(133). On note ωγ = ω0
√
1 + iγ la pulsation propre complexe de l’oscillateur.
Les deux poˆles sont complexes conjugue´s a` partie re´elle ne´gative(134).
La FRF de type re´ceptance s’e´crit : H(ω) = 1
m(ω20−ω2+iγω20 sgn(ω))
(135).
Dans le plan de Nyquist, pour des valeurs de ω positives, on obtient un cercle de centre (0,− 1
2mω20γ
) et de rayon
1
2mω20γ
qui n’est pas entie`rement parcouru lorsque ω parcourt R+. Pour la FRF de type ve´locite´, on n’obtient
pas de cercle(136) dans le plan de Nyquist tandis que pour la FRF de type inertance, on obtient un cercle de
centre ( 12m ,
1
2mγ ) et de rayon
1
2m
√
1+γ2
γ non entie`rement parcouru lorsque ω parcourt R
+.
La re´ponse impusionnelle est oscillante avec une amplitude de´croissante :
h(t) = 1m
1
2π ℜ
{
1
ωγ
[−e−iωγtEi (iωγ t) + eiωγt {Ei (−iωγ t)− 2π iY(t)}]} (137). Elle est non causale (cf. ma
the`se [THE2]).
On pose X = Ωω0 et aussi : kst = k
√
1 + γ2. Par conse´quent, on a : ust =
F0
mω20
√
1+γ2
. Le coefficient d’amplifica-
tion dynamique et le coefficient de transmissibilite´ absolue sont alors e´gaux : Ad(X) = Ta(X) =
√
1+γ2√
(1−X2)2+γ2
.
Le maximum est toujours atteint pour X = 1 ( ω0 est la pulsation de re´sonance d’amplitude) et vaut :
Admax = Tamax =
√
1+γ2
γ qui est toujours supe´rieur a` 1 ; on a toujours amplification dynamique quelle que
soit la valeur de γ contrairement a` l’oscillateur de Kelvin-Voigt. On note que pour X >
√
2 , ces deux coef-
ficients sont strictement infe´rieurs a` 1 (138). Le comportement asymptotique pour des Ω “grands”, de Ad(X)
λ = 1√
2
, alors Tamax =
q
1+
√
5
2
.
132Si X =
√
2, alors Ta(X) = 1.
133la valeur γ = 1 e´tant obtenue pour des caoutchoucs tre`s durs.
134Les e´quations caracte´ristiques sont : r2 + ω20 (1± iγ) = 0. Les deux solutions sont : r1 = i ω0
`
1 + γ2
´0.25
ei
ξ
2 et r2 = −i ω0`
1 + γ2
´0.25
e−i
ξ
2 ou` ξ compris entre 0 et π
2
, est tel que tan(ξ) = γ.
135La fonction sgn(ω) est introduite pour que H (ω) ve´rifie la proprie´te´ hermitique.
136Pour la FRF de type ve´locite´, l’e´quation de la courbe dans le plan de Nyquist est :
„
ℜ{H} − ω
2mω20γ
«2
+(ℑ{H})2 = ω2
4m2ω40γ
2 .
137Ei(z) de´signe l’exponentielle inte´grale : Ei(z) =
R z
−∞
et
t
dt ou` z est dans le plan complexe prive´ de l’axe des re´els positifs.
138Si X =
√
2, alors Ad(X) = Ta(X) = 1.
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et de Ta(X) est de l’ordre de :
√
1+γ2
X2 =
√
1+γ2 ω20
Ω2 . Les effets d’isolation sont semblables pour l’oscillateur de
Kelvin-Voigt et l’oscillateur hyste´re´tique ide´al, excepte´ pour le comportement asymptotique pour des fre´quences
e´leve´es ou` le mode`le d’ amortissement hyste´re´tique permet une meilleure atte´nuation.
C.3.3 L’oscillateur de type Zener
L’oscillateur de Zener est fonde´ sur le mode`le rhe´ologique de Zener(139) qui renferme une variable cache´e.
Par conse´quent, l’e´quation diffe´rentielle qui re´git les vibrations force´es de cet oscillateur soumis a` l’excitation
F (t) est du troisie`me degre´ :
...
u +
1
τ∞
u¨ + ω20 u˙ +
ω2∞
τ∞
u =
1
m
[
F˙ +
F
τ∞
]
(2.31)
ou` τ∞ =
c
k0 + k1
, ω20 =
k0
m
, ω2∞ =
k∞
m
avec k∞ =
k0 k1
k0 + k1
est la rigidite´ relie´e au module d’e´lasticite´
relache´(140 du mode`le rhe´ologique de Zener (k∞ < k0 et k∞ < k1).
L’oscillateur de Zener permet donc de prendre en compte un poˆle ne´gatif −a1 avec a1 re´el positif. Les deux
autres poˆles sont complexes conjugue´s a` partie re´elle ne´gative(141). La re´ponse impulsionnelle s’e´crit :
h(t) =
1
mωd1
√
ω20 + a
2
1
3a21 + ω
2
0 − 2a1τ∞
e−
1
2 (
1
τ∞
−a1) t sin (ωd1t+ ψ)
+
a1 (1− a1τ∞)
(
ω20 + a
2
1 − a1τ∞
)
3a21 − 2a1τ∞ + ω20
e−a1t
ou` ω2d1 = ω
2
0 +
3
4a
2
1 − a12τ∞ − 14τ2∞ et ψ = Arctg
(
2ωd1
a1
)
−Arctg
(
2τ∞ωd1
3a1τ∞−1
)
La FRF de type re´ceptance s’e´crit : H(ω) = 1+iτ∞ ω
m((ω2∞−ω2)+i τ∞ ω (ω20−ω2))
.
En introduisant λ′ = τ∞ω∞2 qui est homoge`ne a` un taux d’amortissement
(142), la relation pre´ce´dente devient :
H(ω) =
1+i 2λ′ ω
ω∞
mω2
∞
““
1−( ωω∞ )
2
”
+i 2λ′ ω
ω∞
“
( ω0ω∞ )
2−( ωω∞ )
2
”” .
On a kst = k∞ et par conse´quent ust = F0k∞ . On pose X =
Ω
ω∞
. Avec les notations pre´ce´dentes, le coefficient
d’amplification dynamique s’e´crit alors : Ad(X) =
√
1+4λ′2 X2s
(1−X2)2+4λ′2 X2
„
ω20
ω2
∞
−X2
«2 (143). Les courbes Ad(X) pour
un γ fini fixe´, en faisant varier λ′, montrent que lorsque λ′ tend vers 0, l’oscillateur de type Zener est semblable
a` un oscillateur de type Kelvin-Voigt avec une pulsation de re´sonance voisine de ω0 et lorsque λ
′ devient
“infini”, il est semblable a` un mode`le de Kelvin-Voigt avec une pulsation de re´sonance proche de ω0
√
1 + γ.
Pour certaines valeurs de λ′ interme´diaires, la courbe a tendance a` devenir assez plate et infe´rieure a` 1 sur
la plage de pulsation qui peut assez e´tendue entre ω0 et ω0
√
1 + γ pour ensuite tendre rapidement vers 0 a`
139L’oscillateur de Zener est forme´ d’un syste`me ressort+dash-pot (rigidite´ k1, coefficient d’amortissement visqueux c) en paralle`le
et d’un ressort en se´rie (rigidite´ k0). Il est e´gal a` l’oscillateur de Kelvin-Voigt lorsque l’on fait k = k1 et k0 = ∞.
140Lorsque le mouvement est infiniment lent, l’amortisseur dans le mode`le rhe´ologique de Zener n’intervient pas et le mode`le se
comporte comme deux ressorts en se´rie, soit un ressort unique de constante k∞
141L’e´quation caracte´ristique associe´e a` l’e´quation diffe´rentielle (2.31) est : r3+ 1
τ∞
r2+ω20 r+
ω2
∞
τ∞
= 0. On montre (cf. the`se [THE2]
pp. 235-236) que cette e´quation caracte´ristique admet un ze´ro re´el non positif (−a1) tel que 0 ≤ a1 < 1τ∞ . Les deux autres ze´ros sont
complexes conjugue´s, a` partie re´elle ne´gative. On peut factoriser l’e´quation caracte´ristique sous la forme (r+a1)
`
r2 + 2λ1ω1r + ω21
´
avec ω21 = ω
2
0 + a1
“
a1 − 1τ∞
”
et 2λ1ω1 =
1
τ∞
− a1.
142Si on pose k0 = γ k1 avec γ > 0, on obtient :
ω20
ω2
∞
= 1 + k0
k1
= 1 + γ > 1 et λ′ =
√
γ
(1+γ)
3
2
c
2
√
m
√
k1
. On note que si γ tend vers
l’infini (k0 tend vers l’infini et ω∞ tend vers ω1 ; le mode`le de Zener tend vers le mode`le de Kelvin Voigt), alors λ′ tend ze´ro et
λ′ ω
2
0
ω2
∞
tend vers
“
c
2
√
m
√
k1
”
qui est le taux d’amortissement du syste`me masse + ressort k1 et amortisseur c en paralle`le.
143Le de´phasage ϕ entre la re´ponse et la force d’excitation est tel que : tan(ϕ) = −
2λ′X
„
ω20
ω2
∞
−1
«
(1−X2)+4λ′2 X2
„
ω20
ω2
∞
−X2
« et cos (ϕ) =
(1−X2)+4λ′2 X2
„
ω20
ω2
∞
−X2
«
√
1+4λ′
2
X2
s
(1−X2)2+4λ′2 X2
„
ω20
ω2
∞
−X2
«2 .
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mesure que la pulsation Ω augmente. Le comportement asymptotique pour des Ω “grands”, de Ad(X) est
respectivement de l’ordre de : 1X2 =
ω2
∞
Ω2
(144). On note que toutes ces courbes passent par un point fixe de
coordonne´es
√ 1+ ω20ω2∞
2 ,
2
ω20
ω2
∞
−1
(145).
L’expression du coefficient de transmissibilite´ absolue est tre`s semblable de celle du coefficient d’amplification
dynamique, elle s’e´crit :
Ta(X) =
√√√√ 1+4X2λ′2 ω40ω4∞
(1−X2)2+4λ′2 X2
„
ω20
ω2
∞
−X2
«2 . On note que les courbes Ta(X) pour un γ fini fixe´, en faisant varier λ′
passent par un point fixe de coordonne´es
(
√
2
√
1− 1
ω20
ω2
∞
+1
, 1 + 2
ω20
ω2
∞
−1
)
(146). Dans le cas ou` k0 garde une
valeur finie, le comportement asymptotique pour des Ω “grands”, de Ta(X) est respectivement de l’ordre de :
ω20
ω2
∞
X2 =
ω20
Ω2 .
C.3.4 le mode`le de type Kelvin-Voigt fractionnaire
L’oscillateur de type Kelvin-Voigt fractionnaire est e´quivalent a` l’oscillateur de type Kelvin-Voigt dans lequel
le dash-pot a e´te´ remplace´ par un sprong-pot. L’e´quation diffe´rentielle qui re´git les vibrations de cet oscillateur
est :
u¨+ ω20 u+ ω
2
0 τ
β Dβ 〈u〉 = F (t)
m
ou` β est un re´el 0 < β ≤ 1 et ω0 =
√
k
m , ω0 6= 0. Si β est choisi sous la forme d’une fraction rationnelle a` une
inde´termine´e sur N, e´crite sous forme irre´ductible : β = µ1µ2 , alors les poˆles sont au nombre de 2µ2
(147).
Posons ust =
F0
k , τ =
1
ωε
et aussi X0 =
ωε
ω0
= 1ω0τ ; X0 est un parame`tre sans dimension.
Le coefficient d’amplification dynamique vaut alors :
Ad(X) =
1√„
1−X2+
“
X
X0
”β
cos(β pi2 )
«2
+ X
X0
2β
sin2(β pi2 )
et le coefficient de transmissibilite´ absolue(148) :
Ta(X) =
√(
1 +
(
X
X0
)β
cos
(
β π2
))2
+
(
X
X0
)2β
sin
(
β π2
)
√(
1−X2 +
(
X
X0
)β
cos
(
β π2
))2
+
(
X
X0
)2β
sin2
(
β π2
)
Le comportement asymptotique pour des Ω “grands”, de Ad(X) et de Ta(X) est respectivement de l’ordre de :
1
X2 et de l’ordre de :
1
Xβ0
1
X2−β
=
ω20
ωβε
1
Ω(2−β)
. La puissance de Ω au de´nominateur est en (2 − β) qui est compris
entre 1 et 2(149) .
144 ω
2
∞
Ω2
tend vers
ω21
Ω2
lorsque k0 tend vers l’infini. On retrouve ainsi re´sultats obtenus pour le mode`le de Kelvin-Voigt.
145Si on introduit le parame`tre γ, les cordonne´es du point “fixe” s’e´crivent :
“q
1 + γ
2
, 2
γ
”
.
146Si on introduit le parame`tre γ, les cordonne´es du point “fixe” s’e´crivent :
“√
2
q
1− 1
2+γ
, 1 + 2
γ
”
.
147Les poˆles sont solutions de : p2 + ω20 + ω
2
0τ
βpβ = 0. : On pose β = µ1
µ2
avec µ1 ≤ µ2. L’e´quation caracte´ristique pre´ce´dente
devient en posant s = p
1
µ2 : s2µ2 + ω20τ
β sµ1 + ω20 = 0. Les poˆles complexes s’il y en a, sont deux a` deux conjugue´s.
148On a aussi : Ta(X) =
r
1+
“
X
X0
”2β
+2
“
X
X0
”β
cos(β pi2 )s„
1−X2+
“
X
X0
”β
cos(β pi2 )
«2
+
“
X
X0
”2β
sin2(β pi2 )
.
149Pour le mode`le de Kelvin-Voigt, on avait une de´croissance en 1
Ω
et pour le mode`le hyste´re´tique ide´al de l’ordre de 1
Ω2
.
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D Quelques mode`les non line´aires
Revenons sur le cas des e´quations diffe´rentielles non line´aires. L’hypothe`se de line´arite´ qui est souvent
le´gitime, est toutefois extreˆment restrictive et ne permet de de´crire que le comportement dynamique d’un
nombre restreint de structures. Un objet re´el posse`de un comportement non line´aire, en particulier lorsque l’on
augmente l’amplitude de la force d’excitation. Le qualificatif de “non line´aire” est impre´cis : il regroupe un
ensemble vaste de comportements qui ne re´pondent pas “bien” dans le sens ou` toute la the´orie de´veloppe´e pour
le cas line´aire n’est plus directement applicable. La non-unicite´ e´ventuelle de la re´ponse d’un objet non line´aire
rend le proble`me direct tre`s difficile. Ainsi, pour une meˆme sollicitation, la re´ponse de la structure varie suivant
les conditions initiales. Plusieurs mode`les non-line´aires peuvent donner une re´ponse semblable pour une meˆme
excitation. Chaque type de non-line´arite´ constitue un proble`me particulier qui doit eˆtre traite´ se´pare´ment. Le
comportement line´aire apparaˆıt alors comme un cas particulier dont les proprie´te´s permettent une interpre´tation
physique facilite´e. Parmi les non-line´arite´s en me´canique, on de´finit trois grands types :
1. interne : dans ce cas, le comportement non-line´aire est lie´ aux proprie´te´s des mate´riaux constituant
l’objet, que nous avons pre´ce´demment e´tudie´es. Classiquement, il existe un domaine d’e´lasticite´ line´aire
correspondant aux re´ponses de l’objet a` des sollicitations de “faible amplitude” ou` le comportement
re´el de l’objet peut eˆtre assume´ eˆtre line´aire et re´versible dans l’hypothe`se de petites perturbations.
Lorsque l’amplitude de la sollicitation entraˆıne la structure a` de´passer le seuil d’e´lasticite´, le comportement
devient irre´versible et nous avons vu qu’il apparaˆıt habituellement un e´coulement plastique plus ou moins
important, et qui peut conduire une ou plusieurs parties de l’objet a` la ruine. De plus, une excitation de
longue dure´e entraˆıne pour la majorite´ des mate´riaux, des phe´nome`nes de fatigue et/ou d’endommagement
avec apparition de fissures qui peuvent se produire meˆme si la re´ponse de la structure reste dans la domaine
e´lastique.
2. ge´ome´trique : l’hypothe`se de petites perturbations n’est plus valide : l’objet re´pond avec de grandes
de´formations et/ou de grands de´placements aux sollicitations impose´es. Les e´quations du mouvement sont
difficiles a` e´crire et peuvent conduire a` des phe´nome`nes chaotiques.
3. d’interface : Le comportement non line´aire est lie´ au comportement des liaisons et des assemblages entre
les diffe´rentes parties de l’objet. Les liaisons sont le site de frottement et de jeux dont l’importance se
manifeste pour de faibles amplitudes. Il apparaˆıt des phe´nome`nes de seuil.
Dans le cas d’une structure complexe, on peut retrouver associe´es, un ensemble de non-line´arite´s de diffe´rents
types, ce qui complique grandement le proble`me direct et par conse´quent le proble`me de l’identification dyna-
mique. L’objet non line´aire ne semble plus repre´sentable par un ensemble de fonctions uniques qui pourraient
permettre d’extrapoler ou de pre´dire son comportement pour un niveau quelconque d’excitation. Le compor-
tement du syste`me ne suit plus la relation usuelle issue du produit de convolution (cf. relation (2.27)) et les
notions de re´ponse impulsionnelle ou de fonction de transfert ne sont plus directement utilisables. Elles ne tra-
duisent alors qu’une repre´sentation line´arise´e de la re´ponse de l’objet et doivent eˆtre associe´es a` un niveau de
sollicitation donne´ ou a` un intervalle de confiance souvent tre`s difficile a` e´valuer.
On note la cas fre´quemment e´tudie´ ou` la non line´arite´ est duˆe uniquement a` la rigidite´. Les e´quations pre´ce´dentes
deviennent :
M u¨(t) + +κ (u(t)) = F (t,u(t)) (2.32)
ou` κ est un vecteur de fonctions κi (u) re´gulie`res, croissantes monotones (
∂κi(u)
∂u > 0). L’existence de solutions
a` ce proble`me a inte´resse´ plusieurs auteurs(150).
D.1 Les mode`les d’hyste´re´sis lie´s a` la plasticite´
L’hyste´re´sis dans le comportement d’un mate´riau traduit le fait que les courbes de charge et de de´charge
(contrainte-de´formation) ne co¨ıncident pas, ce qui peut eˆtre duˆ a` la plasticite´ ou a` la viscosite´. Elle est lie´e a`
des phe´nome`nes de retard qui tiennent compte du passe´ du mate´riau. Dans le cas d’une re´sistance plastique,
lorsque la vitesse de de´formation s’annule, la de´rive´e de la contrainte (force) subit une discontinuite´, ce qui
n’est pas le cas pour une re´sistance visqueuse. Par conse´quent, la pre´sence de deux points anguleux sur un cycle
manifeste l’existence d’une composante plastique. Certains auteurs(151) limitent la de´finition de l’hyste´re´sis a`
150On peut citer les travaux de Bouc et de Bellizzi. Pour simplifier l’existence d’une solution (ces conditions ne sont pas ne´cessaires)
, on peut supposer que les fonctions κi (u) sont impaires : κi (−u) = −κi (u) et que la matrice jacobienne dont les termes sont
forme´s des
∂κi(u)
∂uj
est syme´trique.
151Visintin donne la de´finition : Hysteresis = Rate Independent Memory Effect.
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des effets de me´moire inde´pendants du module de la vitesse excluant les effets de me´moire de type visqueux.
Notons que les phe´nome`nes d’hyste´re´sis sont plus visibles pour des excitations lentement variables. Dans cette
section, nous nous limitons a` cette classe de mode`les afin de repre´senter le comportement de structures sollicite´s
hors du domaine e´lastique.
Parmi les mode`les d’hyste´re´sis en me´canique, en 1967, Bouc(152) propose une mode´lisation mathe´matique ori-
ginale de l’hyste´re´sis pour un syste`me a` un degre´ de liberte´. Suivons une de´marche similaire a` celle de Bouc :
l’ide´e est de partir de l’expression de la force interne pour un syste`me viscoe´lastique et d’introduire un temps
interne lie´ au de´placement dans l’expression de la partie visqueuse.
Inspirons nous des travaux de Volterra pour les syste`mes he´re´ditaires que nous avons de´ja` de´finis dans le
paragraphe sur la viscosite´ line´aire. La force interne z(t) pour un tel oscillateur peut s’exprimer en fonction de
la de´rive´e du de´placement a` l’aide d’un produit de convolution avec un noyau distribution me´moire χ he´re´ditaire :
z(t) =
∫ t
t0
χ(t− t1)u(t1)dt =
∫ t
t0
̺(t− t1) du(t1) (2.33)
ou` χ = d̺dt = ˙̺ ; ˙̺ de´signe la de´rive´e de ̺ prise au sens des distributions pour pouvoir tenir compte d’e´ventuelles
discontinuite´s de ̺. On a vu dans le paragraphe sur la viscoe´lasticite´ line´aire que le noyau distribution χ
pouvait eˆtre de´compose´, de fac¸on ge´ne´rale, en une distribution singulie`re mesure de Dirac a` l’origine et en une
distribution re´gulie`re χreg(153). La relation (2.33) devient alors :
z(t) = k u(t) +
∫ t
t0
χreg(t− t1)u(t1)dt = k u(t) +
∫ t
t0
̺reg(t− t1) du(t1) (2.34)
ou` la distribution χreg = d̺
reg
dt = ˙̺
reg ; ˙̺reg de´signe la de´rive´e de ̺reg prise au sens des distributions pour
pouvoir tenir compte d’e´ventuelles discontinuite´s de ̺reg.
La fonction associe´e ̺reg(t) a` la distribution ̺reg joue le roˆle de la fonction de relaxation. On fait souvent les
hypothe`ses que ̺reg(t) est continue, positive, borne´e : 0 ≤ ̺reg(t) <∞ et de´croissante : d̺reg(t)dt ≤ 0. Bouc fait
l’hypothe`se supple´mentaire que ̺reg(t) est dans L1 (R), ce qui entraˆıne que lim
t→∞
̺reg(t) = 0.
Si on rajoute l’hypothe`se de me´moire e´vanescente, la pente en valeur absolue de la fonction ̺reg est alors une
fonction de´croissante du temps : d|̺
reg|(τ)
dτ ≤ 0.
Finalement, on peut proposer une expression encore plus ge´ne´rale de la force interne, en introduisant un terme
supple´mentaire κ [u(t)] repre´sentant une force e´lastique non line´aire :
z(t) = k u(t) + κ [u(t)] +
∫ t
t0
̺reg(t− t1) u˙(t1)dt1 (2.35)
On peut e´crire la force interne sous la somme de deux termes : un terme e´lastique ze(t) = k u(t) + κ [u(t)] qui
de´pend du temps par l’interme´diaire de u et un terme viscoe´lastique de´fini sous la forme d’une inte´grale dont
le noyau est la partie re´gulie`re du noyau me´moire :
zh(t) =
∫ t
t0
̺reg(t− t1) u˙(t1)dt1 (2.36)
qui ge´ne`re une hyste´re´sis visqueuse. On obtient finalement la relation force interne-de´placement pour un oscil-
lateur dont le comportement est viscoe´lastique avec une e´lasticite´ non line´aire.
On s’inte´resse maintenant et jusqu’a` la fin de ce paragraphe a` un comportement hyste´re´tique non visqueux,
d’origine plastique. Revenons a` la partie inte´grale zh en relation (2.36). Le module |u˙| de la vitesse ne doit pas
intervenir de manie`re explicite dans l’inte´grale. Une fac¸on de prendre en compte cette hypothe`se est de faire
intervenir a` la place du temps re´el newtonien t, un temps interne ν(t) tel que dν(τ) ≥ 0 ∀τ ≥ t0. La diffe´rence
t− t1 entre le temps courant re´el et un temps pre´ce´dent est alors remplace´ par une diffe´rence de temps interne :
ν(t) − ν1 avec ν(t) − ν1 = ν(t) − ν(t1) =
∫ t
t1
dν(τ). Cette diffe´rence est relie´e a` l’histoire de la de´formation et
doit respecter la condition d’inde´pendance par rapport a` la vitesse(154). Bouc propose par exemple de de´finir le
temps interne comme :
152Citons l’article : Robert Bouc, 1971, Mode`le mathe´matique d’hyste´re´sis, Acustica, Vol. 24, pp. 16-25.
153µ = kδ + χreg ou` k est un re´el. La distribution re´gulie`re χreg est de´finie par : 〈χreg , ϕ〉 = R
R+
χreg(t)ϕ(t) dt ou` χreg(t) est
une fonction localement sommable sur R+ et ϕ(t) est une fonction test, qui appartient a` l’ensemble des fonctions inde´finiment
de´rivables, a` support borne´.
154ν(t) doit eˆtre une fonction admissible, c’est-a`-dire croissante. On a aussi ν(t0) = ν0 = t0 et ν(tf ) = tf .
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dν = |du
dt
|dt = sgn(u˙) du (2.37)
Il n’y a plus de composante visqueuse ; on note la partie inte´grale : zh(t) = Zh(ν(t)) avec :
Zh(ν) =
∫ ν
ν0
̺reg(ν − ν1) dµ [u (ν1)] (2.38)
ou` ν0 = ν(t0) et µ de´signe la mesure classique de Lebesgue-Stieljes.
On peut aussi introduire dans l’inte´grale, une mesure diffe´rente de celle de Lebesgue-Stieljes par une mesure de
Borel-Stieljes associe´e a` Φ (155). La relation (2.38) devient :
Zh(ν) =
∫ ν
ν0
̺reg(ν − ν1) dµΦ [u (ν1)] (2.39)
Si on suppose Φ continue et sa de´rive´e Φ′ continue par morceaux et si u(τ) est a` variation borne´e, la relation
pre´ce´dente (2.39) devient :
Zh(ν) =
∫ ν
ν0
̺reg(ν − ν1)Φ′ [u (ν1)]u′ (ν1)) dν1 (2.40)
La de´rive´e de Zh(ν) s’e´crit :
dZh(ν)
dν
= ̺reg(0)Φ′ [u (ν)]u′(ν) +
∫ ν
ν0
̺reg
′
(ν − ν1) dµΦ [u (ν1)] (2.41)
Finalement, l’expression ge´ne´rale de la force interne, donne´e en relation (2.35) s’e´crit :
z(t) = k u(t) + κ [u(t)] +
∫ ν(t)
ν(t0)
̺reg(ν(t)− ν1) dµΦ [u (ν1)]
On fait souvent l’hypothe`se en viscoe´lasticite´ line´aire que la me´moire a une de´croissance exponentielle : ̺reg(t) =
E1 e
− t
t1 Y(t) qui est l’expression de la fonction de relaxation d’un mode`le de Maxwell de rigidite´ E1 > 0 et de
coefficient d’amortissement t1 E1 > 0.
Si on utilise cette fonction exponentielle de´croissante ̺reg(t) = E1 e
− t
t1 dans la relation (2.40) , on trouve en
choisissant la mesure de Lebesgue (Φ [u] = u) :
Zh(ν) = E1
∫ ν
ν0
e−
ν−ν1
t1 u′ (ν1) dν1 (2.42)
En diffe´rentiant cette expression, on obtient (156) :
dZh(ν) = E1 du(ν) − 1
t1
Zh(ν)dν (2.43)
Si de plus on impose la de´finition (2.37) pour le temps interne, la relation (2.43) peut s’e´crire en posant A = E1
et β = 1t1 :
dZh = (A − β Zhsgn(u˙)) du (2.44)
et finalement Bouc propose en 1971, une mode´lisation mathe´matique des hyste´re´sis a` un degre´ de liberte´ qui
comprend trois parame`tres ( k,A et β ) :
z(t) = k u(t) + Zh(t)
dZh
dt
= (A − β Zhsgn(u˙)) du
dt
155La mesure de Borel-Stieljes µΦ associe´e a` Φ qui est une fonction de´finie sur R, a` valeurs dans R, croissante et continue a` droite
est de´finie par : µΦ (]a, b]) = Φ(b)− Φ(a).
156 dZh(ν)
dν
= E1 u′(ν)− E1t1
R ν
ν0
e
− ν−ν1
t1 d [u (ν1)]
= E1 u′(ν)− 1t1Zh(ν)
On a donc : dZh(ν) = E1 u
′(ν) dν −− 1
t1
Zh(ν)dν
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Cette mode´lisation est a` la base de nombreux autres mode`les concernant les phe´nome`nes d’hyste´re´sis. Par
exemple, par analogie avec le mode`le de Maxwell ge´ne´ralise´ qui est un groupement en paralle`le de mode`les de
Maxwell et d’un ressort a pour fonction de relaxation r(t) =
{
E0 +
∑
i
Eie
− t
ti
}
Y(t), on peut choisir comme
partie re´gulie`re du noyau ̺reg(t) =
∑
i
Aie
−βi tY(t) (157) avec Ai = Ei et βi = 1ti .
L’inconve´nient du mode`le original est sa porte´e limite´e qui exclut a priori de nombreux types d’hyste´re´sis mais
son e´criture “simple” permet de le faire e´voluer pour qu’il puisse prendre en compte d’autres facteurs plus
complexes, soit pour caracte´riser des cas particuliers de structure.
Ainsi, Wen(158) a ame´liore´ le mode`le de Bouc en 1976 : il a rajoute´ une puissance aux e´quations et a ainsi
ge´ne´ralise´ les comportements hyste´re´tiques a` plusieurs degre´s de liberte´. Le mode`le de Bouc-Wen est donc plus
inte´ressant car il permet de mieux se rapprocher des courbes d’hyste´re´sis graˆce a` l’introduction d’un parame`tre
supple´mentaire. Cette ge´ne´ralisation permet de prendre en compte un cas limite, le cas biline´aire.
Choix (H) :
r = z + bu (2.45)
dz = (α− (γ + βsgn(du)sgn(z)) |z|n)du (2.46)
ou` u est le de´placement, r la force, z la composante hyste´re´tique de la force et α, β, γ, n, b des parame`tres. Si
on se re´fe`re a` (2.45) et (2.46), on peut en de´duire que :
dr = (α+ b− (γ + βsgn(du)sgn(r − bu)) |r − bu|n)du (2.47)
On se retrouve alors avec cinq parame`tres a` identifier : α, β, γ, n et b.
D.2 Les mode`les d’endommagement ou de de´gradation des structures
De fac¸on ge´ne´rale, la de´finition d’un mate´riau ou d’une structure endommage´(e) est de´licate et il est plus
facile de de´finir un mate´riau ou une structure non endommage´(e)(159). Ainsi, un mate´riau est vierge de tout
endommagement s’il est de´pourvu de fissures et de cavite´s a` l’e´chelle microscopique ou, d’un point de vue
plus pragmatique, si son comportement a` la de´formation est celui du mate´riau e´labore´ dans les meilleures
conditions. Par conse´quent, a` l’e´chelle macroscopique, rien (ou presque) ne permet de distinguer un e´le´ment de
volume fortement endommage´ d’un e´le´ment de volume vierge. De plus, le stade final de l’endommagement est la
rupture de l’e´le´ment de volume, c’est-a`-dire l’existence d’une fissure macroscopique de la taille de l’e´le´ment de
volume repre´sentatif : 0.1 a` 1 mm pour les me´taux et les polyme`res, de l’ordre de 1 cm pour le bois et de 10 cm
pour le be´ton. Le proble`me d’endommagement et de rupture a inte´resse´ les savants depuis longtemps(160), mais ce
n’est que fin des anne´es 1950 que l’on s’est pre´occupe´ de mode´liser la de´te´rioration progressive de la matie`re qui
pre´ce`de la rupture macroscopique avec l’introduction d’une variable continue d’endommagement(161). Reprise
dans les anne´es 1970, principalement en France (Lemaitre-Chaboche), cette notion est e´tendue a` d’autres cas
de rupture (rupture ductile et rupture par fatigue). Finalement, la the´orie de l’endommagement de´crit donc
l’e´volution des phe´nome`nes entre l’e´tat vierge et l’amorc¸age de la fissure macroscopique.
La limite entre la zone endommage´e et la zone saine dans le mate´riau n’est pas fixe, elle varie sans cesse
dans le temps et constitue une frontie`re libre162. D’ou` l’utilisation des techniques mathe´matiques sophistique´es
e´labore´es dans le cas des proble`mes a` frontie`res libres pour re´soudre le proble`me de l’endommagement. J’ai donc
157A la limite lorsque i tend vers l’infini, la partie re´gulie`re tend vers ̺reg(t) =
R∞
0 E(τ) e
− t
τ dτ .
158Y.K Wen, 1976, Method for random vibration of hysteretic systems. Journal of Engineering Mechanics, ASCE, Vol. 102, N
◦
22,
pp. 249-263.
159Rappelons alors les mots de Jean Lemaitre et de Jean-Louis Chaboche qui comparent l’endommagement a` un diable - “L’en-
dommagement, comme le diable, invisible mais redoutable.”
160De´ja` vers 1500, Le´onard de Vinci se pre´occupait de caracte´riser la rupture a` l’aide de variables me´caniques.
1611958 est une date importante pour la me´canique de l’endommagement : Kachanov publie le premier me´moire consacre´ a`
une variable continue d’endommagement, imagine´e pour le cadre restreint de la rupture par fluage des me´taux sous sollicitation
unidimensionnelle.
162Une frontie`re libre est une surface mobile qui sE`pare deux parties d’un mate´riau ou d’une structure ayant des propriE`tE`s
physiques diffe´rentes. En fonderie, c’est la surface qui se´pare la phase solide de la phase liquide. Les proble`mes de frontie`res libres
sont pre´sents en optimisation de formes, en controˆle optimal, en changement de phase, en analyse d’instabilite´ de configuration, en
proble`mes inverses, etc. Malgre´ la physique varie´e des phe´nome`nes en cause, les me´thodes d’e´tude pre´sentent beaucoup d’analogies.
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participe´ avec M. Fre´mond a` l’organisation d’un atelier de travail a` Moissac(163) sur le the`me “Endommagement
et Frontie`res Libres”. Le but de cette manifestation e´tait de rassembler des scientifiques inte´resse´s a` la fois par
la me´canique des milieux continus (me´caniciens) et par les frontie`res libres (mathe´maticiens) et finalement
d’obtenir une bonne interaction entre l’endommagement et les frontie`res libres qui en re´sultent.
La de´gradation de la rigidite´ dans les constructions du ge´nie civil en be´ton ou en acier ou encore mixte
acier+be´ton, est une des manifestations de l’endommagement fre´quemment recontre´es et analyse´es lors d’essais
en laboratoire(164) sur des composants de structure soumis habituellement a` des chargements cycliques ou sur
des ouvrages in situ.
Del Toro(165) e´tudie durant sa the`se le comportement de nœuds d’ossature en be´ton arme´ sous sollicitations
alterne´es qui consistent en la succession de salves de cinq sinuso¨ıdes ; les salves successives ayant une amplitude
croissante et dont la premie`re est calibre´e a` 60% du de´placement de la rupture observe´e lors de l’essai statique.
Il montre que dans le domaine e´lastique, avant l’apparition d’une plastification des armatures, le glissement
des armatures et la de´formation en cisaillement de la zone centrale entraˆıne une diminution de la rigidite´ de
la structure. Dans le domaine post-e´lastique, les chargements cycliques conduisent a` une de´gradation rapide
des caracte´ristiques structurales, non seulement pour des excitations ayant une amplitude croissante mais aussi
lors des cycles avec la meˆme amplitude. Le phe´nome`ne de de´gradation de la rigidite´ se traduit par des boucles
d’hyste´re´sis dont la forme e´volue dans le plan force-de´placement. Ainsi, l’axe “principal” moyen de la boucle
notion lie´e a` celles de force interne et de rigidite´ effective(166) pour chaque cycle qui de´crit l’e´volution de
la rigidite´ de la structure durant le cycle, tourne dans le sens trigonome´trique inverse et l’aire de la boucle
repre´sente l’e´nergie dissipe´e par la structure durant le cycle.
Un mode`le d’endommagement a` 1 ddl propose´ par Iwan et Cifuentes(167) a e´te´ e´tudie´ pour repre´senter le
phe´nome`ne de de´gradation de la rigidite´ lors du comportement vibratoire d’une structure. Ce mode`le est forme´
de quatre types d’e´le´ments monte´s en paralle`le : un ressort e´lastique line´aire, un dash-pot pour la viscosite´
line´aire, un e´le´ment(168) de Saint-Venant et d’un ensemble de N e´le´ments a` rupture brutale. Les N e´le´ments
de cet ensemble “endommageable” sont de type Saint-Venant avec comportement e´lasto-plastique en-dessous
d’un certain seuil de de´placement relatif(169) ; de`s que le seuil est atteint, l’e´le´ment “casse” et sa contribution
au comportement global est nulle. Le nombre de parame`tres est important 2N + 6 ; Iwan propose de re´duire
le nombre de parame`tres en fixant β = 2 et en supposant que l’e´nergie maximale absorbe´e par chaque e´le´ment
endommageable est constante(170) et que les parame`tres de de´placement e´lastique maximal sont en progression
163Moissac est une petite ville du Tarn-et-Garonne, sur le Tarn (12 744 hab.) situe´e pre`s du confluent du Tarn avec la Garonne.
Elle est ce´le`bre pour son abbatiale Saint-Pierre des XIIe et XVe sie`cles avec son magnifique portail roman et son tympan qui est
une image de l’apparition de l’e´ternel dans l’Apocalypse de Saint-Jean et qu’admirait Andre´ Malraux, pour son cloˆıtre roman du
XIIe aux 76 chapiteaux de´coratifs ou historie´s et pour son chasselas dore´. Moissac est ma ville natale.
164Citons par exemple, les travaux de Coladant qui a e´tudie´ le comportement de murs-voiles en be´ton arme´ (centrales nucle´aires)
soumis a` un cisaillement (rapport d’e´lancement de 0.5 et des armatures d’acier important entre 0.5 et 0.8%). L’auteur e´tudie
l’e´volution de la rigidite´ normalise´e par le maximum de rigidite´ : K
Kmax
en fonction de la distorsion γ de´fini comme le quotient du
de´placement horizontal sur la hauteur du mur. Il note une diminution de la rigidite´ avant meˆme l’apparition de la premie`re fissure.
Il propose des lois de type fraction rationnelle : K
Kmax
= γ0
γ+γ0
ou encore K
Kmax
=
γ20
γ2+γ20
ou` γ0 est une distorsion de re´fe´rence
(γ0 = 4ou5 10−4).
165Rau`l Del TORO RIVERA, 1988, Comportement des nœuds d’ossature en be´ton arme´ sous sollicitations alterne´es,
The`se de doctorat de l’ENPC, Paris. Rau`l fuˆt pendant son se´jour en France un colle`gue et ami depuis l’ENTPE a` Lyon.
166On introduit la notion de rigidite´ effective keffj pour chaque cycle complet j de vibration de´fini comme le rapport de la
force interne prise pour la valeur absolue du de´placement maximum umaxj (u˙maxj = 0) : keffj =
f
“
umaxj , 0
”
umaxj
. Dans le cas d’un
oscillateur line´aire visqueux soumis a` une excitation harmonique (cf relation (**)), la boucle d’hyste´re´sis est une ellipse et la rigidite´
effective est e´gale a` la rigidite´ de l’oscillateur.
167Deux re´fe´rences :
(1) W.D. Iwan, A.O. Cifuentes, 1986,A model for system identification of degrading structures., Earthquake Engineering and
Structural Dynamics, Vol 14, pp. 877-890.
et
(2) A.O. Cifuentes, W.D. Iwan, 1989, Non linear system identification based on modeling of restoring force behaviour., Soil Dyna-
mics and Earthquake Engineering. Vol. 8, N
◦
1, pp. 2-8.
168L’e´le´ment de Saint-Venant est forme´ d’un ressort en se´rie avec un patin ; notons son analogie avec le mode`le de Maxwell qui
est forme´ d’un ressort et d’un dash-pot en se´rie.
169Le seuil de de´placement relatif pour l’e´le´ment endommageable i vaut : βuyi ou` uyi de´signe le de´placement e´lastique maximal
de l’e´le´ment i. Deux cas extreˆmes : β = 1, l’e´le´ment endommageable se comporte comme un e´le´ment line´aire jusqu’a` la rupture et
β →∞, l’e´le´ment se comporte comme un e´le´ment de Saint-Venant (e´lasto-plastique) parfait.
170Si on note D
2
l’e´nergie maximale absorbe´e par chaque e´le´ment endommageable, alors la rigidite´ de l’e´le´ment i vaut ki =
D
u2yi
.
Finalement, D =
(K0−Kf )Pj
i=1
1
u2yi
ou` j repre´sente le nombre d’e´le´ments endommage´s ayant atteint le seuil de rupture en fin d’excitation,
K0 et Kf repre´sentent respectivement la rigidite´ effective du premier et du dernier cycle de vibration.
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ge´ome´trique(171). Une fois le nombre d’e´le´ments endommageables fixe´, trois parame`tres sur les 2N + 1 initiaux
suffisent alors pour mode´liser les l’ensemble des e´le´ments endommageables : le de´placement relatif maximal en
structure et les rigidite´s effectives du premier et du dernier cycle de vibration qui sont directement accessibles
sur les re´ponses mesure´es. Finalement, il reste cinq parame`tres a` identifier qui sont la masse et les quatre
parame`tres du ressort, du dash-pot et du mode`le de Saint-Venant.
171uyi =
i
N
umax ou` umax de´signe le de´placement relatif maximal en structure.
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Chapitre 3
Repre´sentation des signaux de mesure
Dans notre proble`me de vibrations de structures, l’entre´e est ge´ne´ralement constitue´e soit de conditions
initiales et/ou d’une ou de plusieurs forces exte´rieures applique´es a` la structure et de´pendant du temps. L’entre´e
peut eˆtre ou non connue, connue e´tant pris dans le sens de mesure´e.
La sortie qui est tout ou partie des donne´es du proble`me, est constitue´e des re´ponses temporelles dynamiques a`
cette entre´e, locales, mesure´es en certains points de la structure e´tudie´e (vibrations libres ou force´es) et obtenues
a` l’aide de capteurs (habituellement acce´le´rome´triques)(1).
La repre´sentation de l’ensemble des donne´es diffe`rent selon qu’elles comprennent a` la fois l’entre´e et la sortie.
Lorsque, a` la fois, l’entre´e et la sortie sont mesure´es, par analogie au cas des filtres line´aires, on acce`de
ge´ne´ralement a` la mesure d’une fonction caracte´ristique ou fonction de transfert qui relie l’entre´e et la sortie.
Pour les filtres line´aires, ces fonctions caracte´risent parfaitement l’objet ; on parle de re´ponses impulsionnelles
dans le domaine temporel ou de fonctions de re´ponse en fre´quence (FRF) dans le domaine de Fourier.
Lorsque la connaissance de l’entre´e est mal ou non connue, la repre´sentation des donne´es peut eˆtre soit tempo-
relle, soit fre´quentielle, soit finalement mixte associant le temps et la fre´quence. De nos jours, en analyse modale,
les de´marches temporelle et fre´quentielle se de´veloppent en paralle`le et parfois semblent “se faire concurrence”(2).
La proble´matique ge´ne´rale de ce chapitre est d’e´tudier les avantages et les limitations d’une repre´sentation qui
combine a` la fois le temps et la fre´quence pour l’analyse des signaux de mesure.
La recherche effectue´e et en cours traite de deux types de re´ponses dynamiques de structures : les re´ponses
transitoires et les re´ponses aux excitations ambiantes. La recherche sur l’utilisation de la TOC pour les re´ponses
de structures aux excitations ambiantes ne sera pas pre´sente´e dans ce me´moire. On se limitera aux re´ponses
libres de structures line´aires.
Dans de nombreuses situations, les re´ponses transitoires u(t) peuvent se mettre sous la forme d’une somme de
termes re´els, module´s en amplitude et en phase :
u(t) =
N∑
r=1
Ar(t) cos (ϕr(t)) (3.1)
L’inconve´nient de cette repre´sentation est que chaque terme de la somme a un caracte`re non unique. D’ou`
l’introduction de la notion de signal analytique. Une autre caracte´ristique importante pour le traitement de
ces signaux par les repre´sentations temps-fre´quence est le caracte`re asymptotique. Ces notions seront analyse´es
dans ce chapitre.
Ce chapitre est forme´ de quatre titres.
Le premier pre´cise les notations, introduit les notions e´nerge´tiques lie´es au signal, pre´cise certaines proprie´te´s
(causalite´, analycite´, asymptoticite´) des signaux a` l’e´tude avec une attention particulie`re pour les re´ponses libres
des structures me´caniques.
1L’objet est excite´ en Nptexc points de sa surface par des forces ou des moments (couples) d’excitations ponctuelles variant dans
le temps. On mesure ensuite les re´ponses a` ces sollicitations en Nptmesu points de sa surface. De fac¸on ge´ne´rale, une re´ponse de la
structure ou une excitation sur la structure admet 6 composantes correspondant aux 6 degre´s de liberte´ du point de mesure. Toutes
les composantes ne sont pas force´ment mesure´es lors d’un essai de vibration.
2Ainsi, dans la plupart des ouvrages sur l’analyse modale, on trouve habituellement deux chapitres : l’un consacre´ aux me´thodes
temporelles et l’autre aux me´thodes fre´quentielles. Citons les deux ouvrages de re´fe´rence suivants : (1) D. J. Ewins, Modal Testing :
theory, practice and application, 2nd Edition, 2000, Research Studies Press Ltd : Mechanical Engineering Research Studies :
Engineering Dynamics Series, Hertfordshire, 576pp. et (2) N.M. MAIA et J.M.M. SILVA Theoretical and Experimental Modal
Analysis 1997, Research Studies Press Ltd :Engineering Dynamics Series, No. 9, Hertfordshire, 488 pp.
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Le second s’inte´resse aux repre´sentations temps-fre´quence. Trois repre´sentations actuellement a` l’e´tude sont
pre´sente´s et l’accent est mis sur la transforme´e en ondelettes continue 1D qui a fait l’objet de conside´rations
plus pousse´es. Trois ondelettes me`res a` valeurs complexes sont pre´sente´es et la re´solution temps-fre´quence est
de´taille´e pour chacune d’elles. Quelques re´flexions sur le calcul nume´rique de la transforme´e en ondelettes
continue sont finalement donne´es.
Le troisie`me titre traite de l’utilisation de la transforme´e en ondelettes continues pour le traitement des signaux
asymptotiques et plus pre´cise´ment des re´ponses libres de structures me´caniques. Des indicateurs de comporte-
ment non line´aire sont propose´s et encore a` l’e´tude.
Finalement, le dernier titre parle de fonctions caracte´ristiques de l’objet. Il suppose qu’a` la fois, l’entre´e et
la sortie sont mesure´es. Il est organise´ en deux sous-titres correspondant respectivement au domaine tempo-
rel (re´ponse impulsionnelle et force interne) et au domaine fre´quentiel (fonctions de transfert et de re´ponse
en fre´quence). Une nouvelle fonction appele´e fonction d’analyse des singularite´s, base´e sur la transforme´e en
ondelettes de Cauchy d’une fonction de re´ponse en fre´quence, est pre´sente´e et analyse´e ainsi que ses proprie´te´s
quand elle est applique´e sur des syste`mes line´aires discre´tise´s.
A Repre´sentations temporelle et fre´quentielle
A.1 De´finitions - Proble´matique
A.1.1 De´finitions et notations
Pour la suite, nous allons supposer que u(t) appartient a` L1(R) ∩ L2(R)(3), qu’il est de´rivable et que sa
de´rive´e u˙(t) appartient a` L1(R).
La repre´sentation temporelle est la repre´sentation classique du signal de R dans R qui correspond a` une
de´composition sur la base continue des distributions de Dirac :
u(t) =
∫
R
u(τ) δ(t− τ) dτ (3.2)
L’information en temps est pre´cise : la valeur u (t1) donne l’intensite´ du signal au temps t1, en revanche l’infor-
mation fre´quentielle est nulle : u (t1) ne donne aucune information sur le “contenu fre´quentiel” de u. A l’inverse,
la repre´sentation fre´quentielle qui est la repre´sentation dans la base de Fourier(4) :
u(t) =
1
2π
∫
R
û(ω) eiω t dω (3.3)
donne une information pre´cise en fre´quence mais ne donne aucune information temporelle. Ainsi, les distribu-
tions de Dirac δ(· − τ) sont tre`s localise´es en temps et tre`s peu en fre´quence tandis que les fonctions eiω t ont
des re´solutions temporelle et fre´quentielle respectivement nulle et infinie. La question qui se pose naturelle-
ment est sur l’existence d’une repre´sentation dans laquelle on puisse lire une information mixte : temporelle et
fre´quentielle. Par conse´quent, les scientifiques de la moitie´ du sie`cle dernier ont cherche´ a` concevoir des fonctions
de base qui se situent a` mi-chemin des deux fonctions extreˆmes pre´ce´dentes, de nouvelles fonctions qui auront
a` la fois une bonne localisation fre´quentielle et une bonne localisation temporelle(5).
Pour terminer cette section, nous donnons quelques proprie´te´s importantes.
1− Comme u(t) est re´el, sa transforme´e de Fourier est hermitienne :
û(−ω) = û(ω).
2− De plus, si u(t) est causal(6) ⇒ û(ω) = ∫∞
0
u(t) e−iωt dt et
û(ω) = iH [û(ω)](7) ou` H de´signe la transformation de Hilbert(8). Par la suite, on supposera que u(t) est causal.
3− Pour les me´caniciens et les physiciens, les fonctions de carre´ sommables, qui sont souvent appele´es “fonc-
tions a` e´nergie totale finie”, caracte´risent ge´ne´ralement les re´ponses des structures re´elles. On note donc Eu
3u(t) ∈ L1(R) ⇔ ‖u‖1 =
R+∞
−∞ |u(t)| dt <∞ et
u(t) ∈ L2(R) ⇔ ‖u‖22 =
R+∞
−∞ |u(t)|2 dt <∞.
4On note bu(ω) la transforme´e de Fourier de u(t) : bu(ω) = F [u](ω) = R
R
u(t) e−iω t dt.
5avec la limite dans cette perspective bien connue de l’ine´galite´ d’Heisenberg ! (cf. paragraphe suivant).
6u(t) = 0 ∀ t < 0.
7On peut aussi e´crire : ℑ{bu(ω)} = H [ℜ{bu(ω)}] ou encore : ℜ{bu(ω)} = −H [ℑ{bu(ω)}] ou` ℜ et ℑ de´signent respectivement les
parties re´elle et imaginaire.
8H{u(t)} = 1
π
R+∞
−∞
u(s)
t−s ds.
63
l’e´nergie totale dissipe´e(9) par le signal re´el u(t) d’e´nergie finie. La densite´ spectrale ou spectre de fre´quence
est note´ Eu(ω) =
1
2π |û(ω)|2. C’est une fonction paire de ω ; dans le spectre des fre´quences positives, d’apre`s le
the´ore`me(10) de Parseval-Plancherel, son aire correspond a` l’e´nergie totale e´mise(11) et son allure a` la re´partition
fre´quentielle de cette e´nergie.
A.1.2 Historique - Limitations de l’analyse de Fourier
La notion de fre´quence apparaˆıt au XVIIe`me sie`cle a` la suite des travaux de Galile´e(12) et de Mersenne(13).
Au XVIIIe`me sie`cle, l’e´tude des cordes vibrantes (travaux de d’Alembert, Euler, Bernoulli et Lagrange(14))
conduit a` pre´ciser les notions de pe´riode, de fre´quence et de longueur d’onde. Dans le domaine du traitement
des signaux, il est habituel de repre´senter un signal donne´ sous forme d’une se´rie de signaux pe´riodiques. Ces
signaux sont, en premier lieu, a` comparer aux sinuso¨ıdes de dure´e infinie ou ondes sur lesquelles repose l’analyse
de Fourier(15) dont la base the´orique est donne´e en 1822 par Joseph Fourier(16). A` une sinuso¨ıde, est associe´e une
fre´quence “infiniment pure”, a` laquelle l’on ne peut pas affecter de notion temporelle pre´cise (instant de de´part,
dure´e). L’analyse de Fourier nous enseigne qu’un signal quelconque peut s’e´crire comme une somme de telles
sinuso¨ıdes, de fre´quences et d’amplitudes diffe´rentes. Un signal est entie`rement caracte´rise´ par l’ensemble des
amplitudes des sinuso¨ıdes, formant ce que l’on appelle sa transforme´e de Fourier(17). La transforme´e de Fourier
est riche d’informations sur le signal analyse´ : ainsi, par exemple, si elle n’a que des faibles valeurs pour des
valeurs e´leve´es de la variable de fre´quence, ceci signifie que le signal varie lentement. Inversement, si elle prend
des valeurs importantes pour les hautes fre´quences, le signal contient une quantite´ non-ne´gligeable de hautes
fre´quences, et donc varie rapidement, au moins dans certaines zones. Nous touchons du doigt l’une de limitations
importantes de l’analyse de Fourier usuelle. La transforme´e de Fourier est incapable de localiser les portions du
signal dans lesquelles les variations sont rapides, ni celles ou` elles sont lentes. La loi de variation de la fre´quence
en fonction du temps est porteuse d’informations, tre`s difficile a` extraire par l’analyse de Fourier comme le dit
Yves Meyer(18). Ainsi, les signaux transitoires qui e´voluent dans le temps d’une manie`re impre´visible, ne peuvent
plus eˆtre repre´sente´s comme une superposition d’ondes mais comme une superposition d’ondes de courte dure´e
(gaborettes, ondelettes). Torre´sani(19) illustre ces ondes de courte dure´e par des notes de musique ; il serait
absurde de repre´senter les notes d’une partition a` l’aide d’une somme d’ondes entretenues depuis l’origine des
temps et s’annulant les unes avec les autres avant l’attaque du morceau ! L’analyse temps-fre´quence fournit
souvent une re´ponse satisfaisante a` ce proble`me. De plus, les structures singulie`res pre´sentes au sein d’un signal
contiennent en ge´ne´ral, la majeure partie de l’information. Pendant longtemps, l’analyse de Fourier est reste´e
9Eu =
1
2
R
R
|u(t)|2 dt. Le coefficient 1
2
a e´te´ introduit de fac¸on arbitraire pour des raisons de “sens physique” : e´nergie cine´tique
ou e´nergie potentielle.
10La formule de Parseval-Plancherel pour les fonctions u(t) et v(t) de L2(R) s’e´crit :
R
R
u(t)v(t)dt = 1
2π
R
R
bu(ω)bv(ω)dω. Un cas
particulier important est pour u = v :
R
R
|u(t)|2 dt = 1
2π
R
R
|bu(ω)|2 dω.
11
R∞
0 Eu(ω)dω = Eu. Finalement, on a : Eu =
1
2
R∞
0 |u(t)|2 dt = 12π
R∞
0 |bu(ω)|2 dω.
12Dans ses “Discorsi” de 1638, Galile´e e´nonce la notion de fre´quence des vibrations d’une corde, caracte´rise la hauteur relative
de 2 sons par le rapport de leurs fre´quences et montre comment la fre´quence d’une corde vibrante de´pend de sa longueur, de sa
tension et de sa masse.
13Mersenne de´termine en 1636 les rapports des fre´quences des notes de la gamme et mesura la vitesse du son. Vers la meˆme
e´poque que Galile´e, le Pe`re Mersenne de´termine expe´rimentalement que les nombres de vibrations de deux cordes de meˆme longueur
et de meˆme tension sont entre eux comme les racines carre´es des masses, et que, pour 2 cordes identiques par la longueur et par la
masse, les meˆmes nombres sont proportionnels a` la racine carre´e des poids tendeurs. Il observe qu’une corde tendue fait entendre,
en plus de la note fondamentale, ce que Joseph Sauveur appelera les harmoniques supe´rieurs, mais il n’en de´couvre pas la cause.
14Au de´but du XVIIIe`me sie`cle, Jean Bernoulli pre´sume a` tort que la courbe des vibrations est une cyclo¨ıde. Son fils, Daniel
Bernoulli, pose les premie`res e´quations diffe´rentielles du proble`me sans pouvoir les inte´grer. C’est d’Alembert qui, en 1747, explicite
et inte`gre l’e´quation fondamentale aux de´rive´es partielles : ∂
2y
∂t2
= c2 ∂
2y
∂x2
, ou` y(x, t) repre´sente l’e´cart transversal de la particule
d’abscisse x sur la corde, e´cart qui est a` la fois fonction de x et du temps t et c est la vitesse des ondes. Daniel Bernoulli et Lagrange
aborde`rent l’e´tude the´orique des tuyaux vibrants, tandis que, graˆce en particulier a` Daniel Bernoulli et a` Euler, des phe´nomenes
vibratoires tre`s divers : barreaux, anneaux, cloches, timbales, se trouvaient e´tudie´s mathe´matiquement et recevaient ainsi un meˆme
type de repre´sentation (the´orie des e´quations aux de´rive´es partielles), inde´pendant de toute the´orie du son. Cette mathe´matisation
fournira ne´anmoins a` l’acoustique un outil fondamental.
15L’analyse de Fourier est aussi appele´e analyse harmonique ou encore analyse spectrale.
16Citons l’ouvrage “Se´ries de Fourier et ondelettes” de J-P. Kahane, P. G. Lemarie´-Rieusset, Cassini, Paris, 1998. Ce livre part de
l’e´quation de la chaleur de J. Fourier (1807) pour arriver a` la tre`s re´cente histoire des ondelettes. La premie`re partie a un caracte`re
historique et fait une grande place a` des extraits d’oeuvres marquantes. Le chapitre 1 raconte en quatre pages la vie de Joseph
Fourier.
17On trouve dans la litte´rature trois de´finitions pour la transforme´e de Fourier qui diffe`rent d’un coefficient 2π ou
√
2π. Nous
retenons la de´finition suivante : la transforme´e de Fourier d’un signal u (t) est donne´e par :bu (ω) = R+∞−∞ u (t) e−iωtdt.
18Citons a` ce propos, les mots du Professeur Yves Meyer : “l’impossible queˆte de la fre´quence instantane´e”.
19Bruno Torre´sani a e´crit avec Alex Grossmann un article didactique “Les Ondelettes” paru dans Encyclopedia Universalis en
1998.
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le principal outil d’analyse de ces singularite´s. L’analyse de Fourier, parce qu’elle ne donne aucune information
de nature locale, se limite a` caracte´riser le degre´ de re´gularite´ global du signal e´tudie´(20).
A.2 De´finitions et exemples : Signaux complexe, analytique et asymptotique associe´s
Nous allons dans ce paragraphe, nous limiter a` une composante de la somme dans la relation (3.1) que nous
notons pour la suite :
u(t) = A(t) cos(ϕ(t)) (3.4)
ou` A(t) est une fonction positive causale (nulle pour des instants ne´gatifs).
On peut d’ailleurs noter que n’importe quel signal re´el arbitraire peut se mettre sous cette forme.
Le spectre moyen de puissance de u(t) vaut : Eu =
1
2
∫∞
0
A2(t) cos2(ϕ(t)) dt.
La de´rive´e de u(t) vaut :
u˙(t) = A(t)
√
A˙2(t)
A2(t)
+ ϕ˙2(t) [cos(ϕ(t) + χ(t))] (3.5)
ou` χ(t) est tel que : tg(χ(t)) = ϕ˙(t)A(t)
A˙(t)
( cos(χ(t)) = 1r
A˙2(t)
A2(t)
+ϕ˙2(t)
A˙(t)
A(t) . )
Les trois qualificatifs associe´s a` u(t) a` savoir : signal complexe , signal analytique et signal asymptotique seront
examine´s dans les trois paragraphes suivants et quelques exemples de signaux seront pre´sente´s ; en particulier,
le cas ou` on peut mettre ϕ(t) sous la forme : ϕ(t) = ω0t+ϕ0(t) avec ω0 = 2πf0 et ou` ϕ0(t) appartient a` L
∞(R).
A.2.1 Signal complexe associe´
Le signal complexe ou exponentiel associe´ a` u(t) est de´fini par :
uq(t) = A(t) e
iϕ(t) = u(t) + iA(t) sin(ϕ(t))
La partie re´elle et imaginaire de uq sont en quadrature de phase (en de´phasage de
π
2 ). On note que comme u(t),
uq(t) est causal. On de´duit que : u(t) = ℜ {uq(t)} ou` ℜ{·} de´signe la partie re´elle du nombre complexe. On a
encore :
2û(ω) = ûq(ω) + ûq(−ω). (3.6)
On ve´rifie la proprie´te´ d’hermitivite´(21) de û(ω) lie´e au fait que u(t) est un signal re´el. On trouve aussi que :
|û(ω)|2 = |ûq(ω)|2 + |ûq(−ω)|2 + 2ℜ{ûq(ω) ûq(−ω)} .Par suite Eu = 2Euq + 1π
∫ +∞
0
ℜ{ûq(ω) ûq(−ω)} dω.
L’e´nergie totale de uq(t) vaut : Euq =
1
2
∫∞
0
|uq(t)|2 dt = 12
∫∞
0
A2(t) dt. Il est imme´diat que : Eu ≤ Euq .
Finalement, la de´rive´e de uq(t) s’e´crit :
duq(t)
dt = uq(t) (
A′(t)
A(t) + i ϕ
′(t)) ⇒
u′q(t)
uq(t)
= A
′(t)
A(t) + i ϕ
′(t).
A.2.2 Signal analytique associe´
Il est imme´diat que la repre´sentation de u(t) donne´e en relation (3.1) par le couple (A(t),ϕ(t)) n’est pas unique.
Un autre choix possible(22), propose´ classiquement, est le signal analytique, note´ ua(t) et qui s’obtient a` partir du
signal re´el u(t) en annulant les valeurs du spectre pour les fre´quences ne´gatives ; ceci a pour effet de “complexifier”
le signal initial :
ua(t) = (1 + iH) {u(t)} (3.7)
ou` H de´signe la transformation de Hilbert(23). On obtient :
ûa(ω) = 2Y(ω) û(ω) = Y(ω)(ûq(ω) + ûq(−ω))
ou` Y(ω) est la fonction de Heaviside.
Finalement, on a(24) : u(t) = ℜ{ua(t)}
20Citons par exemple, le paragraphe “Transformation en ondelettes et analyse des singularite´s” (pp. 24-28) de l’ouvrage de A.
Arne´odo, F. Argoul, E. Bacry, J. Elezgaray et J-F. Muzy, 1995. Ondelettes, multifractales et turbulences (de l’ADN aux croissances
cristallines), Diderot Editeur, Arts et Sciences.
21bu(−ω) = bu(ω).
22J. Ville, en 1948, propose un couple canonique (Aa(t),ϕa(t)) ou` Aa(t) est a` valeurs re´elles strictement positives et ϕa prend
ses valeurs dans l’intervalle [0, 2π]. On peut alors introduire une notion de fre´quence instantane´e de´finie par : ν(t) = 1
2π
dϕa
dt
.
23On rappelle que la transforme´e de Fourier de H{u(t)} vaut :
Ĥ {u(t)}(ω) = −i sgn(ω) bu(ω).
24ua(t) = 2
1
2π
R∞
0 bu(ω) eiωtdω.
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L’e´nergie totale Eua de ua(t) est le double de celle Eu de u(t)
(25). On note que l’e´nergie de la partie re´elle de
ua(t) qui est en fait u(t) est e´gale a` celle de la partie imaginaire H{u(t)} : Eℜ{ua(t)} = Eu = EH{u(t)}.
On obtient les relations suivantes : Eu ≤ Euq et Eua = 2Eu ≤ 2Euq .
Le signal analytique associe´ a` u(t) n’a a priori aucune raison d’eˆtre e´gal au signal exponentiel associe´ ; d’un
point de vue physique, on se rapprochera d’autant plus de cette situation que les effets de modulations seront
faibles. Nous e´tudions donc la diffe´rence ua(t) − uq(t) qui est imaginaire pur et nous cherchons a` majorer sa
norme. On trouve que : ua(t)− uq(t) = − 1π iℑ
{∫ 0
−∞ ûq(ω)e
iωt dω
}
(26)
dont on peut majorer la valeur absolue par :
|ua(t)− uq(t)| < 1π
∫ 0
−∞ |ûq(ω)| dω
Etudions pour finir, le rapport de l’e´nergie de la diffe´rence : ua(t) − uq(t) sur l’e´nergie totale du signal u(t) :
∆Eaq
Eu
. Il constitue une mesure relative de l’approximation de ua(t) par uq(t). De fac¸on ge´ne´rale, on trouve
que(27) :
∆Eaq =
1
2π
∫ 0
−∞
|ûq(ω)|2 dω (3.8)
et finalement :
∆Eaq
Eu
=
R 0
−∞
|cuq(ω)|2dωR
∞
0
|bu(ω)|2dω .
A.2.3 Signal asymptotique
Le signal u(t) est dit asymptotique lorsque les variations relatives de A(t) sont tre`s lentes par rapport a` celle
de la phase ϕ(t), c’est-a`-dire :
|ϕ˙(t)| ≫
∣∣∣∣∣ A˙(t)A(t)
∣∣∣∣∣ (3.9)
Dans ce cas, le signal analytique peut eˆtre approche´ par le signal complexe : ua(t) ≈ uq(t). Le qualiificatif
“asymptotique” est lie´ comme son nom l’inndique a` un comportement a` la limite. Plus pre´cise´ment, Carmona
et al.(28) montrent le lemme suivant : Soit λ un nombre positif (grand) et soit u(λ)(t) = A(t) cos(λφ(t)) ou`
A(t) et φ(t) sont respectivement des fonctions deux et quatre fois continuˆment diffe´rentiables, alors le signal
analytique u
(λ)
a (t) = A(t) eiλφ(t) +O(λ−1.5) lorsque λ→∞ .
En pratique, le parame`tre λ n’est pas a` notre disposition et le lemme pre´ce´dent peut eˆtre interpre´te´ par le
fait que, lorsque les oscillations provenant du terme de phase ϕ(t) sont beaucoup rapides que les variations
provenant du terme d’amplitude A(t), alors
ua(t) ≈ uq(t) = A(t) eiϕ(t)
Asymptoticite´ du signal de´rive´
On se pose maintenant la question si u(t) de´fini plus haut, est asymptotique, qu’en est-il pour sa de´rive´e u˙(t) ?
u(t) est asymptotique donc : |ϕ˙(t)| ≫
∣∣∣ A˙(t)A(t) ∣∣∣. On en de´duit :
u˙(t) = A(t)
√
ϕ˙2
[
cos(ϕ(t) + π2 sgn(A˙ϕ˙))
]
= sgn(A˙ϕ˙) A(t) |ϕ˙| sin(ϕ(t)) = sgn(A˙) A(t)ϕ˙(t) sin(ϕ(t))
On suppose ensuite que A(t) est une fonction de´croissante alors sgn(A˙) = −1 et u˙(t) = − A(t)ϕ˙(t) sin(ϕ(t))
Si on pose B(t) = A(t)
√
ϕ˙2 et ψ(t) = ϕ(t)− π2 sgn(ϕ˙))
On a alors : B˙(t)B(t) =
A˙(t)
A(t) +
ϕ¨
ϕ˙ et ψ˙(t) = ϕ˙(t)− πδ (ϕ˙) ϕ¨ ou` δ (ϕ˙) =
∑
n
δ(t−tn)
|ϕ¨(tn)| avec ϕ˙(tn) = 0 et ϕ¨(tn) 6= 0. Pour
que u˙(t) soit asymptotique, il faut que
∣∣∣ ϕ¨ϕ˙ ∣∣∣ soit tre`s infe´rieur a` |ϕ˙(t)|.
25Eua =
1
2
R∞
−∞ |ua(t)|2 dt = 12 12π
R∞
−∞ |bua(ω)|2 dω = 2 12π R∞0 |bu(ω)|2 dω = 2Eu.
26ua(t) − uq(t) = i (ℑ {ua(t)} − ℑ {uq(t)}) = i (H{u(t)} −A(t) sin(ϕ(t))) = 12π
R 0
−∞
hbuq(ω)e−iωt − buq(ω)eiωti dω =
− 2
2π
iℑ
nR 0
−∞ buq(ω)eiωt dωo.
27∆Eaq =
1
2
R+∞
−∞ |ua(t)− uq(t)|2 dt = 12 12π
R+∞
−∞ |bua(ω)− buq(ω)|2 dω. Or, on sait que :bua(ω)− buq(ω) = Y(ω)(buq(ω) + buq(−ω))− buq(ω) et par suite ∆Eaq = 12π R 0−∞ |cuq(ω)|2 dω.
28Rene´ Carmona a e´crit avec B. Torre´sani et W-L. Hwang un ouvrage publie´ en anglais en 1998 par Academic Press : “Practical
time-frequency analysis. Gabor and wavelet transforms with an implementation in S”.
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A.2.4 Quelques exemples d’applications analytiques
Examinons le cas ou` ϕ(t) = ω1t + ϕ0(t) avec ω1 = 2πf1 avec une phase instantane´e ϕ0(t) appartenant a`
L∞(R). Le signal u(t) de´fini en relation (3.4) s’e´crit donc :
u(t) = A(t) cos(ω1t+ ϕ0(t)) (3.10)
Au lieu de la de´composition en amplitude et en phase ; on trouve parfois la de´composition en quadrature :
u(t) = m(t) cos(ω1t) + n(t) sin(ω1t)
avec m(t) = A(t) cos(ϕ0(t)) et n(t) = −A(t) cos(ϕ0(t)).
On introduit ensuite la fonction u0(t) qui est l’amplitude complexe de u(t) : u0(t) = A(t)e
iϕ0(t). On s’inte´resse
ensuite a` la TF de u0(t) : û0(ω) = F [u0](ω) =
∫ +∞
−∞ A(t)e
iϕ0(t) e−iωt dt .
On de´duit de (3.6) que : û(ω) = 12
{
û0(ω − ω1) + û0(−ω − ω1)
}
et que :
ûq(ω) = û0(ω − ω1).
De plus, ∆Eaq de´fini en relation (3.8) s’e´crit
(29) :
∆Eaq =
1
2π
∫ −ω1
−∞ |û0(ω)|
2
dω
Si le spectre û0(ω) de A(t)e
iϕ0(t) est voisin de ze´ro pour ω < −ω1 , alors ∆Eaq ≈ 0 et par suite, le signal
analytique est sensiblement e´gal au signal complexe associe´ : ua(t) ≈ uq(t)
Le rapport
∆Eaq
Eu
vaut alors :
∆Eaq
Eu
=
R−ω1
−∞
|cu0(ω)|2dωR
∞
0
|bu(ω)|2dω .
Nous allons ensuite regarder deux types inte´ressants de signaux de´finis en (3.10) : le signal quasi-
monochromatique et le signal avec une phase constante.
A◦) Cas du signal quasi-monochromatique
Un signal quasi-monochromatique ou a` bande e´troite (30) est de´fini de telle sorte que sa TF est a` support borne´
dans une bande ∆f autour de la fre´quence ±f1 = ω12π telle que : ∆ff1 ≪ 1. L’amplitude A(t) et la phase ϕ0(t) d’un
signal quasi-monochromatique sont tre`s lentement variables, de telle sorte que sur un intervalle d’observation
assez petit (de l’ordre de plusieurs pe´riodes), A(t) et ϕ0(t) sont pratiquement constantes et donc que u(t) se
pre´sente comme un sinus pur.
B◦) Cas ou` ϕ0(t) est une constante
ϕ0(t) = −ϕ0 = Cte (notons que lorsque ϕ0 = 0 , Torre´sani dans son livre (cf. note de bas de page n◦(63)),
appelle u(t) = A(t) cos(ω1t) une ligne spectrale). On a alors :
û0(ω) = F [u0](ω) = e−iϕ0
∫ +∞
−∞ A(t) e
−iωt dt = e−iϕ0Â(ω) et :
ûq(ω) = e
−iϕ0 ∫∞
0
A(t) ei(ω1−ω)tdt = Â(ω − ω1) e−iϕ0 .
∆Eaq =
1
2π
∫ −ω1
−∞
∣∣∣Â(ω)∣∣∣2 dω.
On a encore : û(ω) = 12
{
e−iϕ0Â(ω − ω1) + eiϕ0Â(−ω − ω1)
}
. Lorsque ϕ0 = 0 (cas de la ligne spectrale), on a :
û(ω) = 12
{
Â(ω − ω1) + Â(−ω − ω1)
}
.
Nous allons ensuite regarder deux formes particulie`res de l’amplitude A(t) :
– A(t) est une fonction C∞ a` de´croissance exponentielle
A(t) = A0 e
−ζω0tY(t) avec 0 < ζ < 1 et A0 > 0 (Y(t) de´signe la distribution de Heaviside). On a :
Â(ω) = A0ζω0+iω et d’apre`s ce qui pre´ce`de :
û(ω) = A0
cos(ϕ0)(ζω0+iω)+ω1 sin(ϕ0)
−ω2+2iζω0ω+ω21+ζ2ω20 et ∆Eaq =
1
2πA
2
0
∫ −ω1
−∞
1
ζ2ω20+ω
2 dω
= A20
1
2πζω0
[
π
2 −Arctg( ω1ζω0 )
]
=
A20
2πω0
Arctg(ζ
ω0
ω1
)
ζ
(31).
Lorsque ζ tend vers 0, ∆Eaq tend vers
A20
2πω1
.
Euq =
1
2
∫∞
0
A2(t) dt =
A20
4ζω0
.
29∆Eaq =
1
2π
R 0
−∞ |cuq(ω)|2 dω = 12π R 0−∞ |cu0(ω − ω1)|2 dω = 12π R−ω1−∞ |cu0(ω)|2 dω.
30qualificatif provenant de la the´orie du signal (cf. B. Picinbono 1977. Ele´ments de the´orie du signal, Dunod Universite´, Bordas,
Paris).
31Arctg( 1
x
) = −Arctg(x) + π
2
sgn(x)
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– A(t) est une fonction C∞ a` de´croissance asymptotique rapide
A(t) = A0 e
−α t22 Y(t) avec α > 0 .
Lorsque B(t) = A0 e
−α t22 , sa transforme´e de Fourier vaut :
B̂(ω) = A02
√
2π
α e
− ω22α
et ℜ
{
Â(ω)
}
= 12 B̂(ω) =
A0
4
√
2π
α e
− ω22α
Euq =
1
2
∫∞
0
A2(t) dt =
A20
2
∫∞
0
e−α t
2
dt =
A20
4
∫∞
−∞ e
−α t2 dt = A
2
0
4
√
π
α
A.3 Re´ponses libres de structures me´caniques
On conside`re maintenant un syste`me dynamique a` N degre´s de liberte´, line´aire avec amortissement visqueux
proportionnel, en supposant l’hypothe`se de Basile(32). La re´ponse libre d’un tel syste`me line´aire en termes de
de´placement s’exprime comme la superposition des contributions de chaque mode. Le vecteur de´placement u(t)
est de´fini par :
u(t) = ΦU(t) =
N∑
r=1
Ur(t)φr (3.11)
ou encore sous forme des composantes, uj(t) de´signant la re´ponse en un point j du syste`me :
uj(t) =
N∑
r=1
Φjr Ur(t) (3.12)
La re´ponse transitoire du mode r, de type de´placement, note´ Ur(t), peut se mettre sous la forme :
Ur(t) = e
−τrωrt
[
U˙r(0) + τrωrUr(0)
ω˜r
sin ω˜rt+ Ur(0) cos ω˜rt
]
Y(t) (3.13)
ou` τr, ωr et ω˜r sont respectivement pour le mode r, le taux d’amortissement, la pulsation propre du syste`me
conservatif associe´ et la pseudo-pulsation propre : ω˜r = ωr
√
1− τ2r . Ur(0) et U˙r(0) sont respectivement le
de´placement et la vitesse initiale pour le mode r qui s’expriment a` partir des de´placements et des vitesses initiaux
impose´s exprime´s dans les coordonne´es ge´ome´triques du de´part : Ur(0) =
φtr M u(0)
Mr
et U˙r(0) =
φtr M v(0)
Mr
(33).
La relation (3.13) peut ensuite s’e´crire :
Ur(t) = Ar(t) cos(ϕr(t)) = Br e
−τrωrtY(t) cos (ω˜rt− ψr) (3.14)
en posant Ar(t) = Br e
−τrωrtY(t) et ϕr(t) = ω˜rt− ψr ou` Br =
√
C2r +D
2
r et tan(ψr) =
τr√
1−τ2r
+ U˙r(0)eωrUr(0) avec
Cr = Ur(0) et Dr =
U˙r(0)+τrωrUr(0)eωr . La condition d’asymptoticite´ pour Ur(t) donne´e en relation (3.9) se traduit
par :
τrωr ≪ ω˜r (3.15)
ce qui est ve´rifie´ lorsque τr est tre`s infe´rieur a`
1√
2
qui est la valeur pour laquelle on n’a plus d’amplification
dynamique (ce qui est ge´ne´ralement le cas de vibrations de structures re´elles).
B Repre´sentations temps-fre´quence
Ce paragraphe est consacre´ a` l’analyse temps-fre´quence en dimension 1 . Il est tre`s loin d’eˆtre exhaustif et
la litte´rature scientifique sur les transformations ou distributions temps-fre´quence est d’ailleurs tre`s abondante.
Deux transformations line´aires (transformations en gaborettes et en ondelettes) et une transformation non
line´aire (la transformation de Wigner -Ville(34)) ont retenu mon attention. Seule, l’analyse par ondelettes que
j’utilise depuis cinq ans environ pour le traitement des signaux vibratoires, est traite´e ici avec plus de de´tails.
32L’hypothe`se de Basile affirme que la matrice d’amortissement visqueux est diagonale dans la base des modes propres du syste`me
conservatif associe´.
33Mr de´signe la masse ge´ne´ralise´e relative au mode r : Mr = φtr M φr .
34Ville 1948 The´orie et applications de la notion de signal analytique, Cables et Transmission. Vol. 2A, pp. 61-74.
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B.1 Pre´sentation et de´finition de trois repre´sentations temps-fre´quence
B.1.1 Analyse continue par gaborettes
Au milieu des anne´es 1940, Gabor sugge´rait de rendre locale l’analyse de Fourier, en s’aidant de feneˆtres(35).
En multipliant la fonction e´tudie´e par une feneˆtre, on en obtient une version “locale”, dont on peut de´terminer
le contenu fre´quentiel par l’analyse de Fourier classique. On renouvelle alors l’ope´ration en de´plac¸ant la feneˆtre
d’analyse. L’ensemble de ces transforme´es de Fourier ainsi localise´es forme la transforme´e de Gabor du signal :
Gg [u] (b, ω) =
〈
u, g(b,ω)
〉
L2(R)
=
∫
R
u(t)g(t− b)e−iω(t−b)dt (3.16)
ou` g(b,ω) = g(t− b)eiω(t−b) est appele´e ondelettes de Gabor ou gaborettes.
et fournit donc une analyse fre´quentielle locale. De meˆme que la transforme´e de Fourier, la transforme´e de Gabor
d’un signal contient toutes les informations porte´es par le signal. Par conse´quent, le signal peut eˆtre reconstruit
a` partir de sa transforme´e de Gabor comme une somme de gaborettes, qui ne sont autres que des sinuso¨ıdes
localise´es par des feneˆtres du meˆme type que celles utilise´es pour la transformation de Gabor. A chacune de ces
gaborettes sont attache´s une fre´quence et un temps bien de´termine´s. Le poids d’une gaborette dans un signal
n’est autre que la valeur de sa transforme´e de Gabor pour la fre´quence et le temps correspondants. Pour cloˆturer
cette courte pre´sentation, nous allons e´crire la transforme´e de Gabor de u(t) comme une transforme´e de Gabor
de sa transforme´e de Fourier û(ω) (relation obtenue a` partir de la formule de Plancherel qui sera de´taille´e plus
loin) :
Gg [u] (b, ω) =
1
2π
∫
R
û(ξ)ĝ(ξ − ω)eiξ bdξ (3.17)
B.1.2 Analyse continue par ondelettes
En 1982, pour reme´dier aux limitations de l’analyse de Fourier(36), Morlet propose une transformation qui
permet une repre´sentation du signal dans le temps (ou l’espace) et dans les e´chelles. Grossmann et Morlet
(1984) donnent un cadre rigoureux aux concepts de la nouvelle dE`composition temps-E`chelle. Ils dE`montrent
notamment que pour qu’un signal temporel puisse I´tre dE`composE` sous forme d’une combinaison linE`aire de
fonctions E`lE`mentaires localisE`es en diffE`rents instants et ayant des tailles diffE`rentes, il faut que la fonction
mE¨re prE`sente quelques oscillations et donc ressemble ‡ une ondelette, une ’onde’ localisE`e, par comparaison
au terme ’onde’ seul, qui signifie une oscillation qui se propage indE`finiment. C’est ainsi que naO´t la thE`orie
des ondelettes.
L’analyse continue par ondelettes est apparue sous “ses formes modernes” au de´but des anne´es 80, dans
un article de Grossmann et Morlet qui donnent un cadre rigoureux aux concepts de la nouvelle de´composition
temps (ou espace)-e´chelle(37). Ils de´montrent notamment que pour que le signal e´tudie´ puisse eˆtre de´compose´
sous forme d’une combinaison line´aire de fonctions e´le´mentaires localise´es en diffe´rents points de l’espace et
ayant des tailles diffe´rentes, il faut que la fonction me`re pre´sente quelques oscillations et donc ressemble a` une
ondelette(38). C’est ainsi que naˆıt la the´orie des ondelettes. Depuis elle connaˆıt un essor important avec no-
tamment les travaux de Daubechies(39) et de Meyer qui e´tablissent le pendant discret de la de´composition en
35Une feneˆtre est une fonction re´gulie`re, lentement variable, et bien localise´e (ce qui signifie qu’elle est nulle en dehors d’une
certaine zone, son support).
36En 1982, Morlet est un inge´nieur chez Elf Aquitaine, inte´resse´ par l’e´tude des signaux sismiques intervenant dans la recherche
pe´trolie`re. Il e´tudie le proble`me suivant : on ge´ne`re des ondes acoustiques a` la surface de la terre et on enregistre les ondes re´fle´chies ;
parmi les donne´es recueillies, Morlet cherche a` de´terminer l’influence de chaque couche de se´diments au moyen des fre´quences
instantane´es des ondes re´fle´chies (on utilise le fait que certaines ondes restent pie´ge´es a` l’inte´rieur d’une couche et d’autres non).
Morlet s’aperc¸oit que les de´compositions spectrales “classiques ” telles que la transformation de Fourier, la transformation de Fourier
a` feneˆtre glissante sont mal adapte´es a` l’analyse de signaux combinant plusieurs e´chelles caracte´ristiques. Ainsi les ondelettes de
Gabor oscillent trop aux hautes fre´quences (introduisant une importante instabilite´ nume´rique lors du calcul des coefficients :
C(m,n) =
R
R
u(t) g(t − nb) e−imωtdt pour m ∈ Z et n ∈ Z) et pas assez aux basses fre´quences et de plus ne permettent pas de
formule de reconstruction re´ellement pratique.
37A. Grossmann & J. Morlet, 1984. Decomposition of Hardy functions into square integrable wavelets of constant shapes. SIAM
J. Math. Anal. 15, pp. 723-736.
38La terminologie “ondelette” est employe´e par comparaison au terme “onde” qui signifie une oscillation qui se propage
inde´finiment.
39Aux environs de 1985, Daubechies en collaboration avec Yves Meyer et Alex Grossmann, introduisit une approche discre`te qui
permet aux fonctions d’eˆtre reconstruites a` partir d’un ensemble discret de valeurs. En 1992, elle publia le livre : “Ten lectures on
wavelets”.
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ondelettes (approche algorithmique)(40). Les algorithmes rapides(41) mis au point, combine´s aux bases d’onde-
lettes a` support compact construites par Daubechies font de la transformation en ondelettes un outil nume´rique
puissant(42). En de´pit de sa jeunesse, la transformation en ondelettes et ses applications font l’objet d’une
abondante litte´rature. L’un des points essentiels qu’elle nous enseigne est qu’un objet mathe´matique (fonction,
signal, ope´rateur,...) peut eˆtre repre´sente´ de multiples fac¸ons, chacune de ses repre´sentations permettant de
mettre l’accent sur certaines caracte´ristiques de l’objet e´tudie´.
Soit une fonction ψ(t) ∈ L1(R)⋂L2(R) qui va jouer le roˆle de l’ondelette me`re. On de´finit la famille d’ondelettes
ψ(b,a) par ψ(b,a)(t) =
1
aψ
(
t−b
a
)
. La transforme´e en ondelettes continue (TOC) avec l’ondelette me`re ψ d’un signal
u(t) d’e´nergie finie est donne´e par l’inte´grale(43) :
Tψ[u](b, a) =
〈
u, ψ(b,a)
〉
L2(R)
=
1
a
∫ +∞
−∞
u(t)ψ
(
t− b
a
)
dt (3.18)
La relation (3.18) peut eˆtre e´galement vue comme un produit de convolution(44) ; ce qui permet d’e´crire la TOC
sous une forme duale(45) ou` apparaissent les transforme´es de Fourier de u(t) et de ψ(t) :
Tψ [u] (b, a) =
1
2π
∫ ∞
−∞
û(ω) ψ̂(aω) eiωb dω (3.19)
B.1.3 Transformation de Wigner-Ville
On appelle transformation ou distribution de Wigner-Ville(46) d’un signal u(t), la fonction re´elle Wu(b, ω)
continue en l’ensemble des deux variables b et ω de´finie par :
Wu(b, ω) =
∫ +∞
−∞
u
(
b +
τ
2
)
u
(
b − τ
2
)
e−i ω τ dτ
=
1
2π
∫ +∞
−∞
û
(
ω +
ξ
2
)
û
(
ω − ξ
2
)
ei ξ b dξ (3.20)
La construction d’une telle transformation par J. Ville cherchait a` de´ployer l’e´nergie du signal dans le plan
temps-fre´quence et d’obtenir une densite´ d’e´nergie qui posse`de les deux proprie´te´s suivantes :∫ +∞
−∞
Wu(t, ω)
dω
2π
= |u(t)|2 (3.21)∫ +∞
−∞
Wu(t, ω) dt = |û (ω) |2 (3.22)
40Ainsi un signal peut eˆtre de´crit a` l’aide d’une famille de´nombrable de fonctions e´le´mentaires. En 1986, Yves Meyer et ses
collaborateurs proposent des fonctions me`res pour lesquelles ces familles sont orthogonales et de´couvrent ainsi les premie`res bases
orthogonales d’ondelettes. La notion d’analyse multi-re´solution introduite peu apre`s par Ste´phane Mallat et Yves Meyer permet
d’appre´hender le proble`me de construction de telles bases dans un cadre ge´ne´ral et conduit a` la mise au point d’algorithmes rapides.
Citons l’ouvrage suivant : Meyer Y., (1992) Les ondelettes, algorithmes et applications. Armand Collin, Paris.
41Comme pour la transforme´e de Fourier, la transforme´e en ondelettes peut aussi donner lieu a` des algorithmes efficaces pour
le calcul nume´rique. Ainsi l’invention de la FFT(Fast Fourier Transform) vers le milieu des anne´es 60 par Cooley et Tuckey a fait
chuter le nombre d’ope´rations, pour un signal discret de N valeurs, de N2 a` N log2(N) (ce qui est un gain conside´rable !). Pour
la transforme´e en ondelettes, les algorithmes rapides sont base´s sur deux ope´rateurs H et G, qui effectuent des convolutions avec
deux suites h(n) et g(n). Par exemple, si on se limite a` une famille d’ondelettes formant une base orthonorme´e, les ope´rateurs H
et G prennent la forme : (Hu)(n) =
P
k h(k)u(2n − k) et (Gu)(n) =
P
k g(k)u(2n − k). Ces convolutions sont des convolutions
particulie`res a` cause du facteur 2 intervenant dans le facteur u(2n − k) traduisant le fait que la convolution est suivie d’un sous-
e´chantillonnage. Ainsi chaque application de ces ope´rateurs re´duit la longueur de la suite d’un facteur 2. Si nous partons d’une
suite discre`te de N valeurs de u, on montre que la complexite´ de l’algorithme correspondant de de´composition en base d’ondelettes
est N .
42De par la richesse des concepts qu’elle met en jeu et l’efficacite´ de sa mise en œuvre algorithmique, l’analyse en ondelettes a e´te´
exploite´e avec succe`s dans des domaines aussi varie´s que l’analyse fonctionnelle, la physique the´orique, l’analyse et le traitement du
signal et des images, la the´orie des fractales.
43Nous avons retenu la normalisation des ondelettes en norme L1(R) de telle sorte que ‖ψ(b,a)‖1 = ‖ψ‖1. On peut trouver
diffe´rentes normalisation en particulier la normalisation en norme L2(R) ou` ψ(b,a)(t) =
1√
a
ψ
“
t−b
a
”
44Tψ [u](b, a) = Pψa ∗ u(b) ou` P est l’ope´rateur de parite´ de´fini par P{u}(t) = u(−t) ;
∗ de´signe le produit de convolution (u ∗ v) (t) = R
R
u(τ)v(t− τ)dτ et ψa est la dilatation de la fonction ψ : ψa = 1aψ
` ·
a
´
.
45Cette relation pour a fixe´ peut eˆtre vue comme la transforme´e de Fourier inverse de bu(ω) bψ(aω).
46La transformation de Wigner-Ville a e´te´ introduite pour la premie`re fois par E. Wigner en 1932 dans le contexte de la me´canique
quantique et reprise en 1948 par J. Ville dans la the´orie du signal.
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Ces deux proprie´te´s sont insuffisantes pour de´finir la transformation de Wigner-Ville par la relation (3.20)(47).
La transformation de Wigner-Ville est bien adapte´e pour une classe spe´cifique de signaux a` cause de ses proprie´te´s
de localisation optimales(48). Ainsi, la localisation de la transformation de Wigner-Ville est optimale dans le
domaine temporel pour les signaux de type Dirac et elle est encore optimale dans le domaine fre´quentiel pour
des signaux avec une fre´quence pure et des chirps line´aires(49).
La transformation de Wigner-Ville est re´elle et non-line´aire en u (50). Elle cre´e des interactions entre temps
e´loigne´s et fre´quences e´loigne´es, ce qui rend l’usage de cette “ densite´ ” tre`s de´licat mais apparemment tre`s
efficace pour des signaux de courte dure´e.
B.2 Proprie´te´s de la transforme´e en ondelettes continue
B.2.1 Proprie´te´s de l’ondelette me`re
Une des difficulte´s dans l’utilisation de la transforme´e en ondelettes continue (TOC) pour le traitement des
signaux me´caniques est le choix d’une ondelette me`re.
Un premier crite`re(51) que doit remplir l’ondelette me`re est un crite`re d’admissibilite´ qui exprime que la
quantite´ : ∫ +∞
0
∣∣∣ψ̂(aω)∣∣∣2 da
a
(3.23)
est borne´, non nul et ne de´pend que du signe de ω. On note cψ cette quantite´. En fait, si la fonction
∣∣∣ψ̂(·)∣∣∣2
est paire, alors cψ est constante pour tout ω re´el. Ceci est re´alise´e pour les ondelettes me`res re´elles car ψ̂(·) est
alors hermitienne(52). Si la fonction
∣∣∣ψ̂(·)∣∣∣ est nulle pour les fre´quences ne´gatives (on dit alors que l’ondelette
me`re est progressive(53)), alors cψ est alors la valeur obtenue pour les ω positifs.
Le fait que cψ soit borne´ entraˆıne que ψ̂(0) = 0 ; l’ondelette me`re est donc de moyenne nulle. Ce crite`re est lie´ a`
la relation (3.33) que nous verrons par la suite, qui est le pendant de la formule de Parseval-Pancherel lorsque
cψ est constant.
Un crite`re plus fort est d’imposer la nullite´ des moments d’ordre supe´rieur, par exemple jusqu’a` l’ordre p(54) :∫
R
tiψ(t)dt = 0 : quel que soit i ∈ [0, p− 1] et
∫
R
tpψ(t)dt 6= 0 (3.24)
On introduit ici, une se´rie de coefficients qui nous seront utiles pour la suite :
Ci =
∫
R
|ti| |ψ(t)|dt (3.25)
Lorsque |ψ(t)| est une fonction paire, on a : Ci = 2
∫ +∞
0
ti |ψ(t)|dt.
Un autre parame`tre caracte´ristique de l’ondelette me`re et utile pour la suite est la valeur de ω note´e ω(1) qui
rend maximum le module de sa TF(55).
47Il faut y adjoindre deux proprie´te´s dont la formule de “Moyal” :
2π
Z
R
Z
R
Wu(t, ω)Wv(t, ω) dtdω =
˛˛˛˛Z
R
u(t)v(t)dt
˛˛˛˛2
48La repre´sentation de Fourier est optimale dans le domaine de Fourier pour des fonctions harmoniques dans le sens ou` toute
l’e´nergie de la transforme´e de Fourier de telles fonctions est localise´e en un seul point. L’optimalite´ rend alors plus facile des taˆches
comme le de´bruitage ou la de´tection.
49Un chirp line´aire est un signal u(t) avec une fre´quence qui varie line´airement avec t. Si u(t) = eiω0(1+α
t
2 ) t alors Wv(b, ω) =
2π δ (ω − ω0(1 + α b)).
50Wαu+βv(b, ω) = a
2 Wu(b, ω) + b2 Wv(b, ω) + 2 abℜ{Wuv(b, ω)} ou` α et β sont deux constantes re´elles arbitraires et Wuv(b, ω)
est l’interdistribution de Wigner-Ville Wuv(b, ω) =
R
R
u
`
b + τ
2
´
v
`
b − τ
2
´
e−i ω τ dτ .
51Ce crite`re est lie´ a` la relation (3.33) qui, lorsque cψ est une constante, est le pendant de la formule de Parseval-Plancherel pour
la TOC.
52 bψ(−Ω) = bψ(Ω) : ∀Ω ∈ R.
53Une fonction ψ(t) est progressive si sa transforme´e de Fourier bψ(ω) est nulle pour ω < 0.
54Cette condition est e´quivalente a` l’existence d’une fonction φ, de´finie a` une constante multiplicative pre`s, continue et borne´e
avec φ(0) = 1 et φ(∞) = 0 telle que : bψ(ω) = ωpφ(ω).
55ω(1) = maxω
˛˛˛ bψ(ω)˛˛˛ (norme L∞(R)).
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B.2.2 Localisation temps-fre´quence
Les ondelettes me`res sont caracte´rise´es par leurs proprie´te´s de localisation temporelle et fre´quentielle. On utilise
ge´ne´ralement pour de´finir les localisations temporelle et fre´quentielle, les notions de moyennes et d’e´cart-types
temporel et fre´quentiel qui sont de´finis respectivement, dans le domaine temporel, a` la densite´ de probabilite´ :
ϕ1(t) =
|ψ(t)|2
‖ψ‖22
et dans le domaine fre´quentiel, a` la densite´ de probabilite´ : ϕ2(ω) =
| bψ(ω)|2
‖ bψ‖2
2
. On note que ces
fonctions sont de´finies au sens de la norme L2(R) (au sens des moindres carre´s).
Par conse´quent, on de´finit respectivement la moyenne temporelle : tψ, la moyenne fre´quentielle : ωψ, l’e´cart-type
temporel ∆tψ et l’e´cart-type fre´quentiel : ∆ωψ par les relations suivantes :
tψ =
∫
R
t
|ψ(t)|2
‖ψ‖22
dt (3.26)
ωψ =
∫
R
ω
∣∣∣ψ̂(ω)∣∣∣2∥∥∥ψ̂∥∥∥2
2
dω (3.27)
∆tψ =
1
‖ψ‖2
√∫
R
(t− tψ)2 |ψ(t)|2 dt (3.28)
∆ωψ =
1∥∥∥ψ̂∥∥∥
2
√∫
R
(ω − ωψ)2
∣∣∣ψ̂(ω)∣∣∣2 dω (3.29)
On peut aussi calculer les moments statistiques centre´s d’ordre supe´rieur temporel et fre´quentiel(56), note´s
respectivement mp t et mpω. Les moments sont parfois re´duits respectivement par la division de ∆t
p
ψ dans le
domaine temporel ou par la division de ∆ωpψ dans le domaine fre´quentiel ; on les note respectivement m
′
p t et
m′pω
(57). Le moment d’ordre 3(58) caracte´rise l’asyme´trie de la courbe de densite´ de probabilite´ et le moment
d’ordre 4(59) permet d’estimer son aplatissement.
On fait ensuite, la remarque que l’on pourrait reprendre la de´marche pre´ce´dente avec une autre norme. S’il
choisit la norme L1(R), les nouvelles densite´s de probabilite´ s’e´crivent alors respectivement : ϕ3(t) =
|ψ(t)|
‖ψ‖1 dans
le domaine temporel, et ϕ4(ω) =
| bψ(ω)|
‖ bψ‖
1
dans le domaine fre´quentiel. Les coefficients pre´ce´demment introduits
en relation (3.25) sont alors, a` une constante de normalisation pre`s, les moments absolus d’ordre i autour de 0.
Suite aux de´finitions pre´ce´dentes (cf relations (3.26) , (3.27) , (3.28) et (3.29)), on dit que la fonction ψ est
localise´e au point de phase (tψ, ωψ) avec une incertitude µ(ψ) := ∆tψ ∆ωψ . Le principe d’incertitude d’Heisen-
berg, e´nonce que µ(ψ) ≥ 12 ce qui entraˆıne qu’une ame´lioration de la localisation temporelle (i.e. une diminution
de ∆tψ ) va eˆtre accompagne´e par une de´terioration de la localisation fre´quentielle (i.e., une augmentation de
∆ωψ)
(60).
A la fonction me`re ψ (61), on associe un pave´ temps-fre´quence qui est un rectangle dans le plan (t, ω) centre´
en (tψ, ωψ) et de dimensions ∆tψ ×∆ωψ. Ce pave´ est une repre´sentation intuitive de la couverture en temps-
fre´quence de la fonction ψ. On associe ensuite a` la famille de fonctions (pour la TOC, la famille d’ondelettes
ψ(b,a)), un pavage du plan temps-fre´quence qui recouvre le plan (t, ω) par des rectangles de couverture des
fonctions de base. Cette repre´sentation a un aspect arbitraire, d’autant qu’aucun re´sultat ne lie le fait qu’une
famille soit une base, au fait que les pave´s temps-fre´quence de la famille recouvre le plan. Par exemple, le pavage
56Dans le domaine temporel, le moment centre´ d’ordre p est de´fini par :
mp t =
R
R
`
t− tψ
´p
ϕ1(t) dt. Dans le domaine fre´quentiel, le moment centre´ d’ordre p est de´fini par : mpω =
R
R
`
ω − ωψ
´p
ϕ2(ω) dω.
57m′p t =
1
∆t
p
ψ
mp t et m′pω =
1
∆ω
p
ψ
mpω
58Le moment d’ordre 3 re´duit vaut 0 pour un processus gaussien. S’il est positif, la courbe de densite´ de probabilite´ pre´sente
autour une dissyme´trie accentue´e vers la droite du pic et s’il est ne´gatif, une dissyme´trie accentue´e vers la gauche du pic.
59Pour un processus gaussien, le moment d’ordre 4 re´duit vaut 3. Pour un sinus pur, il vaut 1.5. S’il est supe´rieur a` 3, cela indique
la pre´sence de pics avec de valeur e´leve´e (plus que dans le cas gaussien) ; s’il est infe´rieur a` 3, cela indique une tendance a` l’e´cre´tage
du signal ou a` l’existence d’une composante harmonique.
60L’ine´galite´ d’Heisenberg interdit de trouver une fonction avec des largeurs temporelle et fre´quentielle toutes deux aussi petites
que l’on veut. Les seules fonctions qui re´alisent le minimum de la limite the´orique µ(ψ) = 1
2
sont les fonctions gaussiennes translate´es
et module´es : Ae−(t−t0)
2δt
eiω0t
61On peut ge´ne´raliser cette repre´sentation en pavage du plan temps-fre´quence a` n’importe quelle fonction ψ.
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temps-fre´quence correspondant aux bases de fonctions de Dirac et aux bases de fonctions de Fourier sont des
pavages par des rectangles infiniment fins et allonge´s qui sont respectivement verticaux pour les fonctions de
Dirac et horizontaux pour les fonctions de Fourier.
Pour la TOC, on relie la pulsation variable ω au parame`tre d’e´chelle par : ω =
ωψ
a . Les re´solutions locales de la
TOC pour λ = (b , a) fixe´, en temps ∆t et en fre´quence ∆ω sont de´finies a` partir des e´cart-types de l’ondelette
me`re par :
∆t = a∆tψ et ∆ω =
∆ωψ
a
(3.30)
Ainsi, connaissant tψ et ∆tψ ainsi que ωψ et ∆ωψ, on de´finit un de´coupage de l’espace temps-fre´quence en pave´s
rectangles :
[b + tψ − a∆tψ, b + a tψ + a∆tψ ]× [ωψ
a
− ∆ωψ
a
,
ωψ
a
+
∆ωψ
a
] (3.31)
dont la largeur de la feneˆtre temporelle vaut : 2a∆tψ et celle de la feneˆtre fre´quentielle :
2∆ωψ
a . On obtient ainsi
le domaine de localisation temps-fre´quence pour la TOC autour du point (b, a).
Lors de la de´termination des fre´quences instantane´es, en relation avec la me´thode de la demi-puissance, on peut
introduire la notion du facteur de qualite´ Q de´fini comme le rapport de la pulsation moyenne ωψ a` la largeur
de l’intervalle 2∆ωψ :
Q =
ωψ
a
2
∆ωψ
a
=
ωψ
2∆ωψ
(3.32)
ou de son inverse γ = 1Q qui de´finit une largeur de bande relative du filtre que repre´sente la TOC. Q et γ
sont inde´pendants de a. L’analyse pre´ce´dente sur le facteur de qualite´ fait re´fe´rence a` l’analyse fre´quentielle
conventionnelle fonde´e sur les filtres a` Q constant. Un autre parame`tre qui permet de caracte´riser la banque de
filtres est la fraction d’un octave(62) qui signifie qu’un filtre de 1/Ne`me d’octave a une largeur de bande de 1/N
d’un octave.
B.2.3 Proprie´te´s e´nerge´tiques pour la transforme´e en ondelettes
Nous allons e´crire pour la transforme´e en ondelettes du signal u(t) a` e´nergie finie, le pendant de la formule de
Parseval-Plancherel donne´ pour la transforme´e de Fourier(63) :∫∫
R∗+×R
|Tψ [u] (b, a)|2 da
a
db = cψ
∫
R
|u(t)|2 dt = 2cψEu (3.33)
La relation (3.33) de´coule de la relation (3.19) traduisant le fait que la TOC est la transforme´e de Fourier inverse
de û(ω) ψ̂(aω) et apre`s utilisation du the´ore`me de Parseval sur |Tψ [u] (·, a)|2 et celle du the´ore`me de Fubini(64).
Posons a = ω0ω ou` ω0 est une pulsation caracte´ristique de l’ondelette-me`re, la relation pre´ce´dente (3.33) devient :∫∫
R∗+×R
∣∣∣Tψ [u] (b, ω0
ω
)
∣∣∣2 dω
ω
db = 2cψEu (3.34)
Posons E˜Tψ[u](b, ω) =
1
2cψω
∣∣Tψ [u] (b, ω0ω )∣∣2qui repre´sente un spectre local de l’ondelette a` partir duquel on peut
de´finir un spectre moyen de l’ondelette E˜Tψ[u](ω) :
E˜Tψ[u](ω) =
1
2cψω
∫
R
∣∣∣Tψ [u] (b, ω0
ω
)
∣∣∣2 db (3.35)
Or Tψ [u] (b, a) pour a fixe´, peut eˆtre vu comme la transforme´e de Fourier inverse de û(·) ψ̂(a·) ; la formule de
Parseval-Plancherel peut s’appliquer et on obtient :∫
R
∣∣∣Tψ [u] (b, ω0
ω
)
∣∣∣2 db = 1
2π
∫
R
|û(ω′)|2
∣∣∣ψ̂(ω0
ω
ω′)
∣∣∣2 dω′
=
∫
R
Eu(ω
′)
∣∣∣ψ̂(ω0
ω
ω′)
∣∣∣2 dω′ (3.36)
62Un intervalle de 1/Ne`me d’octave avec une pulsation centrale ωf est un intervalle [ω1, ω2] avec ω1 = 2
− 1
2N ωf et ω2 = 2
1
2N ωf .
63Bruno Torre´sani, 1995, Analyse continue par ondelettes, InterEditions et CNRS Editions, (cf. pp. 22).
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RR
R∗+×R
˛˛
Tψ [u] (b, a)
˛˛2 da
a
db = 1
2π
RR
R∗+×R∗+
|bu(ω)|2 bψ(aω)dω da
a
= 1
2π
R
R∗+
R
R∗+
bψ(aω) da
a
|bu(ω)|2 dω = 1
2π
cψ
R
R∗+
|bu(ω)|2 dω = cψ RR |u(t)|2 dt.
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Finalement, on a :
E˜Tψ[u](ω) =
1
2cψω
∫
R
Eu(ω
′)
∣∣∣ψ̂(ω0
ω
ω′)
∣∣∣2 dω′
=
1
2cψω
{∫ +∞
0
Eu(ω
′)
(∣∣∣∣ψ̂(−ω0ω ω′)
∣∣∣∣2 + ∣∣∣ψ̂(ω0ω ω′)∣∣∣2
)
dω′
}
On note que le comportement du spectre moyen de l’ondelette aux “grandes” pulsations de´pend fortement du
comportement de la T.F. de l’ondelette me`re aux “petites” pulsations.
Pour des ondelettes re´elles, la formule pre´ce´dente s’e´crit :
E˜Tψ[u](ω) =
1
cψω
{∫ +∞
0
Eu(ω
′)
∣∣∣ψ̂(ω0ω ω′)∣∣∣2 dω′}.
Pour des ondelettes me`res complexes progressives(65), elle devient :
E˜Tψ[u](ω) =
1
2cψω
{∫ +∞
0
Eu(ω
′)
∣∣∣ψ̂(ω0ω ω′)∣∣∣2 dω′}.
Autre repre´sentation e´nerge´tique de la TOC
Carmona propose de de´finir une autre repre´sentation e´nerge´tique en introduisant la nouvelle variable z re´elle :
z = Ln(a) et par conse´quent dz = daa . La relation (3.33) devient :∫∫
R×R
|Tψ [u] (b, ez)|2 dz db = 2cψEu (3.37)
On peut alors poser M(b, z) = 12cψ |Tψ [u] (b, ez)|
2
comme le nouveau spectre local de l’ondelette. Comme
pre´ce´demment, on peut de´finir un spectre moyen de l’ondelette M˜(z) :
M˜(z) =
1
2cψ
∫
R
|Tψ [u] (b, ez)|2 db (3.38)
La formule de Parseval-Plancherel peut s’appliquer et on obtient :∫
R
|Tψ [u] (b, ez)|2 db = 2
∫∞
0
Eu(ω)
∣∣∣ψ̂(ezω)∣∣∣2 dω
Finalement, on a : M˜(z) = 12cψ
∫
R
Eu(ω)
∣∣∣ψ̂(ezω)∣∣∣2 dω.
Carmona de´finit si ψ ∈ L1(R)∩L2(R) , le spectre de l’ondelette de p par : Ep,Tψ (b, a) = 1‖ψ‖2
L2
E
{
|Tψ [p] (b, a)|2
}
.
Comportement a` l’infini de la densite´ spectrale E˜Tψ[u](b, ω) de la TOC
Conside´rons le spectre de fre´quence d’un signal u(t) qui se comporte pour des fre´quences e´leve´es : ω > ωl > 0
de telle fac¸on que : Eu(ω) ∼ ω−α avec α > 1. Si on suppose que l’ondelette me`re ve´rifie la relation (3.24) avec
ses p premiers moments nuls alors on montre(66) que :
– si α < 2p+ 1 alors E˜Tψ[u](ω) ∼ ω−α.
– si α > 2p+ 1 alors E˜Tψ[u](ω) ∼ ω−(2p+1).
– si α = 2p+ 1 alors E˜Tψ[u](ω) ∼ ω−α lnω.
B.2.4 Transforme´e en ondelettes de signaux particuliers
Nous allons donner l’expression analytique de la TOC pour deux types de signaux :
– Si û(ω) = δ(ω − ω1) (ω1 > 0) alors la relation (3.19) devient :
Tψ [u] (b, a) =
1
2π ψ̂(aω1) e
iω1b.
On de´duit que : |Tψ [u] (b, a)| = 12π
∣∣∣ψˆ(aω1)∣∣∣.
Finalement lorsque u(t) = cos(ω1t) , on a : û(ω) = πδ(ω − ω1) + πδ(ω + ω1) et par suite :
Tψ [u] (b, a) =
1
2
(
ψ̂(aω1) e
iω1b + ψ̂(−aω1) e−iω1b
)
. Si l’ondelette analysante est progressive, alors
65On rappelle qu’une fonction ψ(t) est progressive si sa transforme´e de Fourier bψ(ω) est nulle pour ω < 0.
66Vale´rie Perrier, Thierry Philipovitch & Claude Basdevant, Wavelet Spectra compared to Fourier Spectra, J. Math. Phys. 36(3),
pp.1506-1519 (1995).
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Tψ [u] (b, a) =
1
2 ψ̂(aω1) e
iω1b et |Tψ [u] (b, a)| = 12
∣∣∣ψˆ(aω1)∣∣∣. Cette dernie`re expression est inde´pendante
de b ; elle est maximum lorsque aω1 = max
ω
∣∣∣ψˆ(ω)∣∣∣ = ω(1). Par conse´quent, lorsque a = ω(1)ω1 , la TOC est
maximum ce qui repre´sente dans le plan temps-e´chelle (b, a), une demi-droite horizontale et introduit les
notions d’areˆte et de squelette qui seront ge´ne´ralise´es plus loin, pour un signal module´ en amplitude et en
phase.
– Si û(ω) = Cte alors la relation (3.19) devient :
Tψ [u] (b, a) =
1
2πC
te
∫∞
−∞ ψ̂(aω) e
iωb dω
et par suite : Tψ [u] (b, a) =
1
a C
te ψ(− ba )
B.2.5 Expression de la TOC de du(t)dt
A partir de la relation (3.19), on trouve(67) :
Tψ
[
du
dt
]
(b, a) = 12π
∫∞
−∞ iω û(ω) ψ̂(aω) e
iωb dω
On en de´duit que :
∂
∂b (Tψ [u]) (b, a) = Tψ
[
d u
dt
]
(b, a) et ∂
2
∂b2 (Tψ [u]) (b, a) = Tψ
[
d2 u
dt2
]
(b, a)
A partir de la relation (3.19), on de´duit aussi que(68) :
∂
∂a (Tψ [u]) (b, a) =
1
2π
∫∞
−∞−iω û(ω) t̂ ψ(t)(aω) eiωb dω
Si t ψ(t) peut jouer le roˆle d’une ondelette me`re, alors la relation pre´ce´dente peut s’e´crire :
∂
∂a (Tψ [u]) (b, a) = −Ttψ
[
du
dt
]
(b, a)
B.3 Pre´sentation de trois ondelettes me`res 1D
Nous proposons dans cette section trois types d’ondelettes complexes en dimension 1 que nous avons utilise´es
pour le traitement des signaux me´caniques. Deux sont classiques : les ondelettes de Morlet ψβ σ(t) et les onde-
lettes de Cauchy ψn(t) et le dernier type est nouveau, construit tout particulie`rement pour l’e´tude des signaux
me´caniques libres et que nous appelerons les ondelettes “exponentielles”.
B.3.1 Les ondelettes de Morlet
Les ondelettes de Morlet dans leur de´finition ge´ne´rale, sont des gaussiennes simplement module´es :
ψβ σ(t) = e
− t2
2σ2 eiβt
ou` β est un parame`tre fre´quentiel controˆlant le “nombre”(69) des oscillations de l’ondelette dans son enveloppe
Gaussienne et σ controˆle la taille de l’enveloppe. La transforme´e de Fourier de ψβ σ
(70) vaut :
ψ̂β σ(ω) =
√
2πσ e−
(ω−β)2σ2
2
On a donc :
d
dω
(
ln ψ̂β σ(ω)
)
= −(ω − β)σ2 (3.39)
La fonction ψβ σ n’est pas admissible au sens strict du terme
(71) ; cependant, pour β σ assez grand (β σ > 5 ),
l’inte´grale de ψβ σ sur R est assez petite pour permettre d’affirmer que l’ondelette de Morlet est nume´riquement
admissible. Elle est optimalement localise´e dans le plan temps-fre´quence (elle minimise l’ine´galite´ d’Heisenberg).
Les coefficients Ci de´finis en (3.46) s’e´crivent :
C2p = 2
p+ 12 σ2p+1 Γ
(
p+
1
2
)
(3.40)
C2p+1 = 2
p+1 σ2(p+1) p! (3.41)
67La T.F. de
du(t)
dt
vaut : iω bu(ω).
68On a : ∂
∂a
`
Tψ [u]
´
(b, a) = 1
2π
R∞
−∞ ω bu(ω) d bψda (aω) eiωb dω et en utilisant
d
dω
bu(ω) = −i ̂(t u(t)) (ω), on obtient la relation propose´e.
69Le “nombre” est e´crit entre guillemets car si visuellement il y a un nombre fini d’oscillations ; en fait, il y en a toujours une
infinite´.
70La T.F. de e−p t
2
avec p > 0 vaut :
√
2π√
2 p
e
−ω2
4 p .
71 bψβ σ(0) = √2πσ e− β2σ22 6= 0 ; pour β σ = 5, on a : bψ5(0) = 9.34 10−6.
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ou` Γ de´signe la fonction eule´rienne gamma (72). Tre`s souvent, dans la litte´rature, on trouve σ = 1(73).
B.3.2 Les ondelettes de Cauchy
Ce sont des ondelettes complexes progressives(74) de´finies par :
ψn(t) =
1
(1− it)n+1 =
(
1√
t2 + 1
)n+1
ei(n+1)Arctg(t) (3.42)
Dans cette de´finition, les ondelettes sont normalise´es en norme L∞ :
maxt∈R {|ψn(t)|} = |ψn|(0) = 1.
On ve´rifie ensuite aise´ment que ψn(t) a la syme´trie hermitique
(75). La transforme´e de Fourier de ψn(t) vaut :
ψ̂n(ω) = 2π
ωn
n!
e−ωY(ω) (3.43)
ou` Y est la fonction de Heaviside. On note que ψ̂n(0) = 0 si n ≥ 1 ; par conse´quent, n ≥ 1 pour que l’ondelette
me`re soit admissible.
On peut encore e´crire l’ondelette me`re sous la forme : ψn(t) =
(−i)n−1
n!
dn
dtn
(
1
t+i
)
. On en de´duit la relation de
re´currence suivante :
ψn+1(t) =
(−i)
n+1
d
dt (ψn(t)) . On en de´duit pour la TF de ψn+1 :
ψ̂n+1(ω) =
ω
n+1 ψ̂n(ω) et par suite : ψ̂n+1(ω) =
ωn
(n+1)! ψ̂1(ω).
Calculons, ensuite, la de´rive´e premie`re de ψ̂n(ω). On note que cette de´rive´e ressemble a` une formule de re´currence
de diffe´rences finies :
d
dω
(
ψ̂n(ω)
)
= ψ̂n−1(ω)− ψ̂n(ω) (3.44)
La de´rive´e seconde s’en de´duit :
d2
dω2
(
ψ̂n(ω)
)
= ψ̂n−2(ω)− 2ψ̂n−1(ω) + ψ̂n(ω)
On a aussi :
d
dω
(
ln ψ̂n(ω)
)
=
n
ω
− 1 (3.45)
Le coefficient d’admissibilite´ cψ de´fini en relation (3.23) s’e´crit :
cψn =
4π2
(n!)2
∫∞
0
ω2n−1 e−2ωdω = 4π2 122n
(2n−1)!
(n!)2
(76) et par suite, on trouve :∥∥∥ψ̂n∥∥∥2
L2
= 2π ‖ψn‖2L2 = 2π2 (2n)!22n(n!)2 = n cψn .
Calcul des coefficients Ci
Les coefficients Ci de´finis en relation (3.25) peuvent s’e´crire pour l’ondelette de Cauchy ψn sous la forme en
posant m = n− i− 1 :
Ci = 2
∫ pi
2
0
cosm(θ) sini(θ)dθ (3.46)
Plusieurs cas sont a` envisager :
– m > 0 et i est impair i = 2p+ 1 (n > 2p+ 2), on obtient :
C2p+1 =
2p+1 p!
(n− 1)(n− 3)....(n− 2p+ 1)(n− 2p− 1) (3.47)
En particulier, on trouve que C1 =
2
(n−1) .
72Γ
`
p+ 1
2
´
=
1·3·5·7...(2p−1)
2p
√
π
73L’ondelette s’e´crit alors : ψβ(t) = e
− t2
2 eiβt et sa transforme´e de Fourier vaut :bψβ(ω) = √2πe− (ω−β)22 . Pour β ≥ 5) , bψβ(0) est assez “petit” ; ainsi, bψ5(0) = 9.34 10−6.
74Une fonction ψ(t) est progressive si sa transforme´e de Fourier bψ(ω) est nulle pour ω < 0.
75Une fonction complexe f(t) posse`de la syme´trie hermitique si f(−t) = f(t).
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R
ωN eaωdω =
h
eaω
aN+1
P (ω)
i
ou` P (ω) est un polynoˆme de degre´ N et tel que P (0) = (−1)N N !
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– m > 0 et i est pair i = 2p (n > 2p+ 1), la relation (3.46) devient :
C2p = 2
(2p− 1)(2p− 3)(2p− 5) · · · 1
(n− 1)(n− 3) · · · (n− 2p+ 1)
∫ pi
2
0
cosm(θ) dθ (3.48)
Deux nouveaux cas se pre´sentent suivant que n est pair ou impair :
– n = 2s on obtient :
C2p =
22s−2p s! (s− p− 1)! (2p)!
p! (2s)!
(3.49)
– n = 2s+ 1
C2p =
(2s− 2p− 2)! (2p)!
22s−1 p! (s)!(s− p− 1)!π (3.50)
De´rivation et TOC avec l’ondelette me`re de Cauchy
A partir de la note de bas de page (68) et de la relation (3.44), on de´duit que(77) :
∂
∂a (Tψn [u]) (b, a) =
1
2π
∫∞
0
û(ω)ω
(
ψ̂n−1(aω)− ψ̂n(aω)
)
eiωb dω
∂
∂a (Tψn [u]) (b, a) =
1
a
(
nTψn [u]− (n+ 1)Tψn+1 [u]
)
On de´duit de ce qui pre´ce`de que :
Tψn+1 [u] (b, a) =
1
2π
∫∞
0
û(ω) ψ̂n+1(aω) e
iωb dω
= 12π
a
n+1
∫∞
0
û(ω)ω ψ̂n(aω) e
iωb dω
On peut e´crire la relation pre´ce´dente sous la forme :
Tψn+1 [u] (b, a) = −i
a
n+ 1
∂
∂b
(Tψn [u]) (b, a) = −i
a
n+ 1
Tψn
[
d u
dt
]
(b, a)
Relation entre la TOC avec l’ondelette me`re de Cauchy et la transformation de Laplace
On examine ensuite comment la TOC avec une ondelette me`re de Cauchy peut s’exprimer a` l’aide d’une
transforme´e de Laplace. La relation (3.19) devient : Tψn [u] (b, a) =
an
n!
∫∞
0
ωn û(ω) eiω(b+ia) dω.
En posant p = a− ib, la relation pre´ce´dente peut s’e´crire(78) a` l’aide de la transforme´e de Laplace unilate´rale(79)
de û(ω) :
Tψn [u] (b, a) =
(−a)n
n!
dn
dpn
[T.L. {û(ω)} (p)] (3.51)
On regarde maintenant comment la relation (3.51) s’exprime pour deux types de signaux : le signal harmonique
u(t) = 12π e
iω1t et u(t) = e−αtY(t) ou` α est un re´el positif non nul.
◦ Si u(t) = 12π eiω1t alors û(ω) = δ(ω − ω1) et
Tψn [u] (b, a) =
an
n! (−1)n d
n
dpn [ e
−pω1 ] = a
n
n! (ω1)
n e−pω1 = 1n! (aω1)
n e−ω1(a−ib). On retrouve que :
|Tψn [u] (b, a)| = 1n! (aω1)n e−ω1a est inde´pendant de b. Le module de Tψn [u] (b, a) est maximum lorsque aω1 = n
et vaut 1n! (n)
n e−n.
◦ Si u(t) = e−αtY(t) alors û(ω) = 1iω+α = 1α
1−i(ωα )
1+(ωα )
2 ( α > 0 ). La transforme´e de Laplace de
1
1+(ωα )
2 est alors :
αF (αp) ou`
F (p) =
[
π
2 − Si(p)
]
cos(p) + Ci(p) sin(p)(80)
77A partir de : ∂
∂a
`
Tψ [u]
´
(b, a) = 1
2π
R∞
−∞ ω bu(ω) d bψda (aω) eiωb dω et de :
d
da
“ bψn” (aω) = bψn−1(aω)− bψn(aω), on obtient :
∂
∂a
`
Tψn [u]
´
(b, a) = 1
2π
R∞
0 bu(ω)ω “ bψn−1(aω)− bψn(aω)” eiωb dω (on rappelle que la TF des ondelettes me`res bψn est re´elle).
78Tψn [u] (b, a) =
an
n!
R∞
0 ω
n bu(ω) e−pω dω. L’inte´grale peut eˆtre vue comme la transforme´e de Laplace unilate´rale de la fonction :
ωn bu(ω) et on en de´duit que : Tψn [u] (b, a) = ann! (−1)n dndpn ˆR∞0 bu(ω) e−pω dω˜.
79la transforme´e de Laplace unilate´rale de u(t) est T.L. {u(t)} = R+∞0 u(t) e−ptdt.
80La transforme´e de Laplace de 1
1+ω2
est : F (p) =
ˆ
π
2
− Si(p)˜ cos(p) + Ci(p) sin(p).
ou` le sinus inte´gral Si(p) vaut : R p0 sin(t)t dt
et le cosinus inte´gral Ci(p) vaut : γ + Log(p) + R p0 cos(t)−1t dt ou` γ est la constante d’Euler ( γ = .5772 ) et |Arg(p)| < π .
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la transforme´e de Laplace de
−i(ωα )
1+(ωα )
2 est : iαG(αp) ou`
G(p) = − [π2 − Si(p)] sin(p) + Ci(p) cos(p)(81).
Finalement, la transforme´e de Laplace de û(ω) = 1α
1−i(ωα )
1+(ωα )
2 est :
F (αp) + iG(αp) = e−iαp
[
π
2 − Si(αp) + iCi(αp)
]
.
Pour calculer la TOC avec ψn, il suffit de de´river cette expression n fois.
On commence le calcul pour la de´rive´e de T.L. [û(ω)] (p) :
d
dp {T.L. [û(ω)] (p)} = αG(αp) + iαdGdp (αp)(82)
= αG(αp)− iαF (αp) + ip
= i
{
−α (F (αp) + iG(αp)) + 1p
}
= i
{
−α (T.L. [û(ω)] (p)) + 1p
}
.
On obtient ensuite :
dn
dpn {T.L. [û(ω)] (p)} = (−iα)nT.L. [û(ω)] (p) + (−1)n−1
n∑
k=1
(i)
k
α(k−1) (n−k)!
pn−k+1
= (−iα)ne−iαp [π2 − Si(αp) + iCi(αp)]+ (−1)n−1 n∑
k=1
(i)
k
α(k−1) (n−k)!
pn−k+1
.
Finalement, on aboutit a` une expression analytique de Tψn [u] (b, a) :
Tψn [u] (b, a) =
(aiα)n
n! e
−iα(a−ib) [π
2 − Si(α(a− ib)) + iCi(α(a− ib))
]
− (a)nn!
n∑
k=1
(i)
k
α(k−1) (n−k)!
(a−ib)n−k+1 .
On ve´rifie que lorsque α tend vers 0, alors Tψn [u] (b, a) tend vers − (a)
n
n! i
(n−1)!
(a−ib)n = − in 1(1−i b
a
)n
qui est la TOC
de la fonction de Heaviside Y(t) avec l’ondelette de Cauchy.
B.3.3 Les ondelettes “exponentielles”
Nous avons pense´ a` une ondelette me`re ψ˜βλ(t) (avec 0 < λ < 1 ) de la forme
ψ˜λβ(t) = e
−λβ |t|eiβt (3.52)
Cette ondelette que nous avons propose´e re´cemment, a une forme similaire a` la re´ponse impulsionnelle d’un
oscillateur line´aire avec amortissement visqueux (λ joue le roˆle du taux d’amortissement visqueux et β celui de
la fre´quence propre). La transforme´e de Fourier de ψ˜βλ est re´elle et vaut
(83) :
̂˜
ψβλ(ω) =
2λ
β
1
λ2 + (ωβ − 1)2
=
2λβ
λ2β2 + (ω − β)2 (3.53)
Elle n’est pas admissible(84) au sens strict du terme mais pour β grand (β ≥ 1000 et λ = 0.1), ψ̂λβ(0) est assez
“petit”, pour pouvoir eˆtre conside´re´e comme nume´riquement admissible. On a aussi :
d
dω
(
ln
̂˜
ψβλ(ω)
)
= − 2(ω − β)
λ2β2 + (ω − β)2 (3.54)
Les coefficients Ci de´finis en (3.46) s’e´crivent :
Ci = 2
i!
(λβ)
i+1
(3.55)
Le tableau (3.1) donne´ en fin de chapitre, regroupe pour les trois ondelettes a` l’e´tude, les principaux coefficients
et fonctions introduits pre´ce´demment(85).
A partir des tableaux pre´ce´dents, on peut faire les remarques suivantes :
81La transforme´e de Laplace de −ω
1+ω2
est : G(p) = d
dp
{F} (p) . On a : d
dp
{Si(p)} = sin(p)
p
et d
dp
Ci(p) = cos(p)
p
D’ou` :
G(p) = − ˆπ
2
− Si(p)˜ sin(p) + Ci(p) cos(p) . Par conse´quent, la transforme´e de Laplace de −i( ωα )
1+( ωα )
2 est : iαG(αp).
82 d
dp
{G} (p) = − ˆπ
2
− Si(p)˜ cos(p)− Ci(p) sin(p)− “− sin(p)
p
”
sin(p) +
“
cos(p)
p
”
cos(p)
= −F (p) + 1
p
.
83La T.F. de e−a| t| vaut 2a
a2+ω2
84 b˜ψβλ(0) = 2λβ 1λ2+1 6= 0. Lorsque β = 1000 et λ = 0.1, on a : b˜ψβλ(0) = 1.98 10−4
85
‚‚‚ bψ‚‚‚2
2
n’est pas donne´ dans ce tableau car d’apre`s la formule de Plancherel, on a directement :
‚‚‚ bψ‚‚‚2
2
= 2π ‖ψ‖22.
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– Pour l’ondelette me`re de Morlet, ϕ1(t) et ϕ2(ω) sont des densite´s de probabilite´ de variables Gaussiennes
de moyenne respectivement tψ et ωψ et d’e´cart-type ∆tψ et ∆ωψ ; de plus si σ = 1, alors l’e´cart-type est
le meˆme : ∆tψ = ∆ωψ =
1√
2
. Les courbes sont syme´triques par rapport a` leur moyenne respective.
– Pour l’ondelette de Cauchy, ϕ2(ω) n’est autre que la densite´ de probabilite´ de la loi Gamma Γ(2, 2n+ 1)
(86) et ϕ1(t) dans le cas limite n = 0, cas ou` ψ0(t) n’est pas une ondelette, est la densite´ de probabilite´ de
la loi de Cauchy(87).
– Pour l’ondelette exponentielle, ϕ1(t) est pour t > 0 au coefficient
1
2 pre`s, la densite´ de probabilite´ de la
loi exponentielle de parame`tre 2λβ (88).
B.4 Re´flexions actuelles sur le calcul nume´rique de la TOC
B.4.1 Effets de bord
La TOC d’un signal u(t) de´fini sur R et la TOC du signal u˜(t) construit a` partir de u tel que u˜(t) = u(t)
sur un support borne´ [T1, T2] et nul ailleurs sont diffe´rentes principalement au voisinage des bords (b = T1 et
b = T2). Cette diffe´rence provient de la nature meˆme de la TOC de´finie comme le produit de convolution :
Tψ[u](b, a) = Pψa ∗ u(b) (cf note de bas de page n044). C’est le phe´nome`ne d’effets de bord. Il est lie´ a` la
localisation de la fonction ψa(t) et donc aux proprie´te´s de de´croissance de ψa .
On rappelle que le signal e´tudie´ u(t) est re´el, causal : (u(t) = 0 ∀t < 0) et a` e´nergie finie : ∫ +∞
0
|u(s)|2 ds ≤M .
Notons Emes =
∫ T2
T1
|u(t)|2 dt, l’inte´grale de “l’e´nergie” dans le signal accessible a` la mesure, on a donc :∫ T1
0
|u(t)|2 dt < M − Emes et
∫ +∞
T2
|u(t)|2 dt ≤ M − Emes.
Nous allons essayer de majorer la diffe´rence entre la TOC de u et celle de u˜ : Tψ [u] (b, a)− Tψ [u˜] (b, a). Graˆce
a` l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz(89), on obtient :
|Tψ [u] (b, a)− Tψ [u˜] (b, a)| ≤ 1√
a

√∫ T1
−∞
|u(t)|2 dt
√√√√∫ T1−ba
−∞
|ψ(s)|2 ds
+
√∫ +∞
T2
|u(t)|2 dt
√∫ +∞
T2−b
a
|ψ(s)|2 ds
}
(3.56)
ou encore si on e´le`ve au carre´ :
|Tψ [u] (b, a)− Tψ [u˜] (b, a)|2 ≤ 1
a
{∫ T1
−∞
|u(t)|2 dt
∫ T1−b
a
−∞
|ψ(s)|2 ds
+
∫ +∞
T2
|u(t)|2 dt
∫ +∞
T2−b
a
|ψ(s)|2 ds
}
(3.57)
Posons τ1 = λ∆tψ ou` ∆tψ
(90) est l’e´cart-type temporel de l’ondelette introduit dans la paragraphe pre´ce´dent
86La loi Gamma Γ(b, a) (a > 0 et b > 0) a pour densite´ de probabilite´ : b
a
Γ(a)
xa−1e−bx.
87La loi de Cauchy est la loi de densite´ δ(t) = 1
π
1
1+t2
. On note qu’une variable ale´atoire suivant la loi de Cauchy n’a pas de
valeur moyenne.
88La loi exponentielle de parame`tre µ a pour densite´ : µ e−µxY(x).
89Posons : Tψ [u] (b, a) − Tψ [eu] (b, a) = Γ1(b, a, T1) + Γ2(b, a, T2) avec Γ1(b, a, T1) = 1a R T1−∞ u(t)ψa(t − b)dt et
Γ2(b, a, T2) =
1
a
R+∞
T2
u(t)ψa(t− b)dt. On a :
˛˛
Tψ [u] (b, a)− Tψ [eu] (b, a)˛˛ ≤ |Γ1(b, a, T1)|+ |Γ2(b, a, T2)|.
En effectuant ensuite le changement de variable s = t−b
a
, on a :
Γ1(b, a, T1) =
R T1−b
a
−∞ u(as + b)ψ(s) ds et Γ2(b, a, T2) =
R+∞
T2−b
a
u(as + b)ψ(s) ds. On peut ensuite majorer chacun
des deux termes |Γ1(b, a, T1)| et |Γ2(b, a, T2)| a` l’aide de l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz. On obtient : |Γ1(b, a, T1)| ≤rR T1−b
a
−∞ |u(as+ b)|2 ds
rR T1−b
a
−∞ |ψ(s)|2 ds et |Γ2(b, a)| ≤
rR+∞
T2−b
a
|u(as+ b)|2 ds
rR+∞
T2−b
a
|ψ(s)|2 ds. Finalement, on trouve que :
|Γ1(b, a, T1)| ≤ 1√a
qR T1
−∞ |u(t)|2 dt
rR T1−b
a
−∞ |ψ(s)|2 ds et
|Γ2(b, a)| ≤ 1√a
qR+∞
T2
|u(t)|2 dt
rR+∞
T2−b
a
|ψ(s)|2 ds.
90∆tψ =
1
‖ψ‖2
qR
R
`
t− tψ
´2 |ψ(t)|2 dt =qRR `t− tψ´2 ϕ1(t) dt ou` tψ est un temps moyen de´fini par :
tψ =
R
R t
|ψ(t)|2
‖ψ‖22
dt =
R
R t ϕ1(t) dt a` l’aide de la fonction ϕ1(t) =
|ψ(t)|2
‖ψ‖22
.
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et qui, dans une approche par calcul de probabilite´, peut eˆtre vue comme une fonction de densite´ de probabilite´.
On peut alors graˆce a` l’ine´galite´ de Bienayme´-Tchebychev, e´crire que si I est l’intervalle de´fini par : |t− tψ| ≥ τ1
on a alors(91) : ∫
I
|ψ(t)|2 dt ≤ 1
λ2
‖ψ‖22 (3.58)
Dans le plan temps-e´chelle, on peut ensuite de´finir un domaine(92) qui de´termine un triangle de sommets les 3
points suivants : A(T1, 0) , B(T2, 0) et C(
T1+T2
2 ,
T2−T1
2τ1
) dont les points (b, a) inte´rieurs ve´rifient :
T1 + aτ1 ≤ b ≤ T2 − aτ1 (3.59)
A l’inte´rieur du triangle ÂBC, nous pouvons e´crire graˆce a` ce qui pre´ce`de(93) que :
|Tψ [u] (b, a)− Tψ [u˜] (b, a)| ≤ 1√
a
√
M − Emes 1
λ
‖ψ‖2 (3.60)
Lorsque T1 = 0 et lorsque |ψ| est paire, on peut trouver(94) un majorant un peu plus “petit” :
|Tψ [u] (b, a)− Tψ [u˜] (b, a)| ≤ 1√
2 a
√
M − Emes 1
λ
‖ψ‖2 (3.61)
On s’inte´resse maintenant au plan temps-fre´quence (t, f) en notant f la fre´quence. Par suite on pose : a = ω
(1)
2πf
ou` ω(1) est la pulsation pour laquelle ψ̂(ω) est maximum. L’ine´galite´ donne´e en relation (3.59) devient :
T1 +
ω(1)
2πf
τ1 ≤ b ≤ T2 − ω
(1)
2πf
τ1 (3.62)
ou encore :
f T1 +
ω(1)
2π
τ1 ≤ f b ≤ f T2 − ω
(1)
2π
τ1 (3.63)
Dans l’article [ARTI13] soumis re´cemment au Journal Sound and Vibration, l’ine´galite´ (3.62) est modifie´e pour
faire intervenir le parame`tre Q de´fini en relation (3.32)(95). On obtient :
T1 +
ω(1)
2πf
2λQ
µ(ψ)
ωψ
≤ b ≤ T2 − ω
(1)
2πf
2λQ
µ(ψ)
ωψ
(3.64)
Dans l’article pre´-cite´, on fait la simplification que T1 = 0 et on assimile ω
(1) a` ωψ , la relation pre´ce´dente
devient :
91La probabilite´ pour que t ∈ Ω est de´finie par : P (t ∈ Ω) = RΩ ϕ1(t) dt . L’ine´galite´ de Bienayme´-Tchebychev pour les variables
ale´atoires de variance finie e´nonce que : P (
ˆ˛˛
t− tψ
˛˛ ≥ λ∆tψ˜) ≤ 1λ2 . On note que cette majoration est assez forte car pour λ = 1 ,
elle donne une e´vidence !
On de´duit que dans l’ensemble I de R de´fini par :
˛˛
t− tψ
˛˛ ≥ τ1, en appliquant l’ine´galite´ de Bienayme´-Tchebychev a` ϕ1(t) =
|ψ(t)|2
‖ψ‖22
, on obtient :
R
I ϕ1(t) dt ≤ 1λ2 . Et finalement :
R
I |ψ(t)|2 dt ≤ 1λ2 ‖ψ‖
2
2.
92Ce domaine est tel que : T1−b
a
≤ −τ1 et T2−ba ≥ τ1 ; c’est-a`-dire : T1 + aτ1 ≤ b ≤ T2 − aτ1.
93On a vu pre´ce´demment que : |Γ1(b, a, T1)| ≤ 1√a
qR T1
−∞ |u(t)|2 dt
rR T1−b
a
−∞ |ψ(s)|2 ds et |Γ2(b, a)| ≤
1√
a
qR+∞
T2
|u(t)|2 dt
rR+∞
T2−b
a
|ψ(s)|2 ds. On a donc : Γ1(b, a, T1 = 0) = 0 ou |Γ1(b, a, T1 6= 0)| ≤
1√
a
qR T1
0 |u(t)|2 dt
rR T1−b
a
−∞ |ψ(s)|2 ds et |Γ2(b, a)| ≤ 1√a
qR+∞
T2
|u(t)|2 dt
rR+∞
T2−b
a
|ψ(s)|2 ds. A l’inte´rieur du triangle de´fini par :
T1−b
a
≤ −τ1 et T2−ba ≥ τ1, on a donc :
R T1−b
a
−∞ |ψ(s)|2 ds <
R−τ1
−∞ |ψ(s)|2 ds et
R+∞
T2−b
a
|ψ(s)|2 ds < R+∞τ1 |ψ(s)|2 ds. La relation
(3.57) s’e´crit alors :
˛˛
Tψ [u] (b, a)− Tψ [eu] (b, a)˛˛2 ≤ 1a (M − Emes) nR−τ1−∞ |ψ(s)|2 ds + R+∞τ1 |ψ(s)|2 dso. En supposant tψ = 0 et
en posant I l’ensemble tel que |t| ≥ τ1, la relation (3.58) permet d’e´crire que :
“R−τ1
−∞ |ψ(s)|2 ds +
R+∞
τ1
|ψ(s)|2 ds
”
=
R
I |ψ(s)|2 ds
est majore´e par 1
λ2
‖ψ‖22. Finalement, on obtient :
˛˛
Tψ [u] (b, a)− Tψ [eu] (b, a)˛˛2 ≤ 1a (M − Emes) 1λ2 ‖ψ‖22 ou encore :˛˛
Tψ [u] (b, a)− Tψ [eu] (b, a)˛˛ ≤ 1√a √M − Emes 1λ ‖ψ‖2.
94Si T1 = 0 alors Γ1(b, a, T1 = 0) = 0. Si |ψ| est paire, alors
R+∞
τ1
|ψ(s)|2 ds = R−τ1−∞ |ψ(s)|2 ds = 12 RI |ψ(s)|2 ds qui
peut eˆtre majore´ par : 1
2λ2
‖ψ‖22. On obtient donc :
˛˛
Tψ [u] (b, a)− Tψ [eu] (b, a)˛˛2 ≤ 1a (M − Emes) 12λ2 ‖ψ‖22 ou encore˛˛
Tψ [u] (b, a)− Tψ [eu] (b, a)˛˛ ≤ 1√2 a √M − Emes 1λ ‖ψ‖2.
95On utilise : τ1 = λ∆tψ = 2λQ
µ(ψ)
ωψ
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12πf
2λQµ(ψ) ≤ b ≤ T2 − 1
2πf
2λQµ(ψ) (3.65)
Le domaine de´fini en (3.63) est compris entre deux hyperboles dont les asymptotes sont l’axe horizontal (f = 0)
et respectivement les axes verticaux (b = T1 et b = T2). Posons ∆T = T2 − T1 qui repre´sente la longueur du
signal mesure´. Le point d’intersection J des deux hyperboles est le point de coordonne´es (T1+T22 ,
ω(1)
π
τ1
∆T ). Pour
qu’une fre´quence f1 =
ω1
2π contenue dans le signal e´tudie´ se retrouve visible dans le domaine pre´ce´demment
de´fini du plan temps-fre´quence (96) aˆıt une areˆte contenue dans le domaine, il faut que(97) :
λω(1)∆tψ <
ω1
2
∆T (3.66)
Dans l’ine´galite´ pre´ce´dente, on note que ω(1) et ∆tψ de´pendent uniquement de l’ondelette me`re alors que ω1 et
∆T de´pendent uniquement du signal e´tudie´.
Pour l’ondelette de Cauchy ψn(t), dont |ψn(t)| est une fonction paire(98), en supposant T1 = 0 et en posant
a = ω
(1)
2π f , la relation (3.61) s’e´crit :∣∣∣∣Tψn [u] (b, n2π f )− Tψn [u˜] (b, n2π f )
∣∣∣∣ ≤√M − Emes πλ
√
(2n)!
2nn!
√
n
√
f (3.67)
Posons h = ω12λ∆T , la relation (3.66) devient :
n
√
1
2n− 1 < h (3.68)
L’ine´galite´ dans la relation (3.68) a un sens si h ≥ 1 et on obtient(99) que n ∈ [α1, α2] avec α1,2 = h2∓h
√
h2 − 1.
On note que si h = 1 alors n = 1 et que si h≫ 1 alors n ∈ ]0, 2h2[.
B.4.2 Calcul nume´rique de la TOC
La relation (3.19) introduite pre´ce´demment, nous a servi pour le calcul nume´rique de la TOC a` l’aide des
algorithmes de transforme´es de Fourier rapides (FFT). Le pas d’e´chantillonnage fre´quentiel est e´gal a` ∆ωFFT =
2π
∆T . Il est imme´diat que la re´solution fre´quentielle locale de la TOC que nous avons note´e ∆ω et qui est de´finie
en relation (3.30) ne peut pas eˆtre infe´rieure a` ∆ωFFT . Pour la fre´quence f1 =
ω1
2π qui nous inte´resse, on choisit
∆ω pour qu’elle soit supe´rieure a` 2 fois ∆ωFFT :
∆ω =
∆ωψ ω1
ω(1)
≥ 4π
∆T
(3.69)
Pour l’ondelette de Cauchy, la relation pre´ce´dente (3.69) entraˆıne que(100) :
ω1 ≥ ωlim = 2n√
2n+ 1
4π
∆T
(3.70)
ce qui dans le plan temps-fre´quence correspond a` la partie du quart de plan supe´rieure a` la droite horizontale
d’e´quation ω = ωlim. En introduisant h =
ω1
2λ∆T , on trouve que
(101) :
n < α3 =
1
16π2
(
λ2h2 + λh
√
λ2 h2 + 16π2
)
(3.71)
96Il faut que la droite d’e´quation f = f1 soit situe´e au dessus du point J ; c’est-a`-dire que : f1 >
ω(1)
π
λ∆tψ
∆T
. En posant ω1 = 2π f1,
on arrive a` : λω(1)∆tψ <
ω1
2
∆T .
97Il faut que la droite d’e´quation f = f1 soit situe´e au dessus du point J ; c’est-a`-dire que : f1 >
ω(1)
π
λ∆tψ
∆T
. En posant ω1 = 2π f1,
on arrive a` : λω(1)∆tψ <
ω1
2
∆T .
98Pour l’ondelette de Cauchy, on a : tψ = 0 , ∆tψ =
q
1
2n−1 et ‖ψn‖2L2 =
(2n)!
22n(n!)2
π d’ou` ‖ψn‖L2 =
√
(2n)!
2nn!
√
π et ω(1) = n. Par
conse´quent, τ1 = λ
q
1
2n−1 et le point J a pour coordonne´es : (
T1+T2
2
, λ
π∆T
n
q
1
2n−1 ).
99La relation (3.68) s’e´crit : n2 ≤ h2 (2n− 1) ou encore : n2−2h2n+h2 ≤ 0 ; le discriminant re´duit vaut : ∆ = h4−h2 = h2(h2−1).
Si h ≥ 1, alors deux racines re´elles α1,2 = h2 ∓ h
√
h2 − 1 et on doit avoir n ∈ [α1, α2].
100On a : ∆ω = ω1
√
2n+1
2n
≥ 4π
∆T
, soit ω1 ≥ ωlim = 2n√2n+1
4π
∆T
.
101L’ine´galite´ pre´ce´dente (3.70) entraˆıne λh
√
2n+ 1 ≥ 4π n et finalement la re´solution de 16π2
λ2h2
n2 − 2n − 1 ≤ 0 conduit a` :
n < α3 =
1
16π2
“
λ2h2 + λh
√
λ2 h2 + 16π2
”
.
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C Transforme´e en ondelette continue de re´ponses libres de structures en
vibration
Ce paragraphe traite des proprie´te´s de la TOC de re´ponses libres de structures me´caniques.
Ce paragraphe est divise´ en deux sections : la premie`re section traite de la TOC d’un signal asymptotique et la
dernie`re section e´tudie la TOC des re´ponses libres de syste`mes line´aires a` plusieurs degre´s de liberte´.
Sous certaines conditions de localisation de l’ondelette me`re et d’asymptoticite´ du signal e´tudie´, la transforme´e
en ondelettes continue de tels signaux se concentre autour de courbes dans le plan temps-e´chelle appele´s “areˆtes”
et par exemple, la connaissance du module de la TOC sur ces areˆtes permet de remonter a` un facteur pre`s aux
diffe´rentes composantes de la somme dans la relation (3.1).
C.1 Transforme´e en ondelette continue d’un signal asymptotique
Dans cette section, l’ondelette me`re est une ondelette progressive (c’est-a`-dire a` TF nulle sur R−∗). La TOC
d’un signal asymptotique se localise dans le demi-plan temps fre´quence, autour d’une courbe (b, ar(b)) appele´e
“areˆte”, ou` la TOC sur l’areˆte appele´e “squelette” se comporte comme le signal analytique associe´. Carmona et
al.(cf. note de bas de page no28) proposent plusieurs moyens pour traquer les areˆtes. Deux groupes de me´thodes :
les me´thodes diffe´rentielles et les me´thodes inte´grales. Les premie`res sont fonde´es sur une analyse locale de la
TOC et on distingue deux sous-familles : les me´thodes utilisant les points (b, ar(b)) extre´ma du module de la
TOC et celle utilisant les points (b, ar(b)) ou` la fre´quence instantane´e de la TOC co¨ıncide avec celle de l’ondelette
dilate´e. Les me´thodes inte´grales quant a` elles sont fonde´es sur des techniques d’optimisation en supposant que
l’areˆte est un ensemble de points constituant une courbe “lisse”. Ces dernie`res sont actuellement a` l’e´tude au
LAMI et ne seront pas expose´es dans ce chapitre.
Les me´thodes diffe´rentielles sont locales et ne ne´cessitent aucune discre´tisation a priori de la TOC. Elles ont
donc l’avantage de demander le calcul de la TOC seulement en quelques points repre´sentatifs du plan temps-
fre´quence. Pour un signal asymptotique u(t) = A(t) cos(ϕ(t)), dans les me´thodes diffe´rentielles, les courbes
areˆtes sont de´finies par :
ar(b) =
Cte
ϕ˙(b)
(3.72)
ou` la constante est homoge`ne a` une pulsation et est e´gale soit a` la pulsation ω(1) qui maximise le module
de l’ondelette me`re pour la technique base´e sur le module de la TOC, soit a` ω(2) qui est la de´rive´e de la
phase de l’ondelette me`re en ze´ro pour la technique base´e sur la phase de la TOC. On note que les valeurs de
pulsations caracte´ristiques ω(1), ω(2) et ωψ sont identiques pour les ondelettes de Morlet et pour les ondelettes
exponentielles : ω(1) = ωψ = ω
(2) et valent le parame`tre appele´ β. Pour les ondelettes de Cauchy, on a :
ω(1) = n < ωψ = n+
1
2 < ω
(2) = n+ 1 ; lorsque n est grand, ces valeurs sont proches.
On montre aussi que
Tψ [u] (b, a) ≈ 1
2
ψ̂ (aϕ˙(b))ua(b) (3.73)
Pour un signal u(t) du type ligne spectrale dont la notion a e´te´ introduite en page (67) : u(t) = A(t)cos(ω1t), on
donne a` partir de la relation (3.31) pour chacune des trois ondelettes mentionne´es, le domaine de localisation
temps-fre´quence le long d’une areˆte de´finie par : ar(b) = ω
(1)
ω1
. Ce domaine est exprime´ premie`rement en fonction
des parame`tres qui caracte´risent l’ondelette, et ensuite en fonction du facteur Q .
Pour l’ondelette de Morlet[
bj − β σ√
2ω1
, bj +
β σ√
2ω1
]
×
[
ω1
(
1−
√
2
2β σ
)
, ω1
(
1 +
√
2
2β σ
)]
(3.74)
ou encore (Q = βσ√
2
) [
bj − Q
ω1
, bj +
Q
ω1
]
×
[
ω1
(
1− 1
2Q
)
, ω1
(
1 +
1
2Q
)]
(3.75)
Pour l’ondelette de Cauchy[
bj − n
ω1
√
2n− 1 , bj +
n
ω1
√
2n− 1
]
(3.76)
×
[
ω1
(
1 +
1
2n
− 1√
2n+ 1
)
, ω1
(
1 +
1
2n
+
1√
2n+ 1
)]
(3.77)
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ou encore (Q = 12
√
2n+ 1) [
bj −
√
1
1− 1
(4Q2−1)2
Q
ω1
, bj +
√
1
1− 1
(4Q2−1)2
Q
ω1
]
(3.78)
×
[
ω1
(
1 +
1
4Q2 − 1 −
1
2Q
)
, ω1
(
1 +
1
4Q2 − 1 +
1
2Q
)]
Pour l’ondelette exponentielle[
bj −
√
2
ω1 2λ
, bj +
√
2
ω1 2λ
]
× [ω1 (1− λ) , ω1 (1 + λ) ] (3.79)
ou encore (Q = 12λ ) [
bj −
√
2Q
ω1
, bj +
√
2Q
ω1
]
×
[
ω1
(
1− 1
2Q
)
, ω1
(
1 +
1
2Q
)]
(3.80)
Torre´sani (102) e´crit l’approximation pre´ce´dente sous la forme :
Tψ [u] (b, a) = ψ̂ (aω1)
{
1
2
A(b)eiω1b + r(b, a)
}
(3.81)
et donne deux majorations possibles du reste r(b, a) de la relation pre´ce´dente :
– dans le cas ou` A(t) ∈ C1 (R) et lorsque le moment d’ordre 1 de l’ondelette me`re : C1(103) est borne´, on
pose r(b, a) = r1(b, a) et on a alors :
|r1(b, a)| ≤ C1
2
a
|ψ̂ (aω1) |
sup
t
|A′(t)| (3.82)
On pose D1(a, ω1) =
C1
2
a
| bψ(aω1)| qui est fonction de a et de la pulsation ω1 du signal.
– dans le cas ou` A(t) ∈ C2 (R) et lorsque le moment d’ordre 2 de l’ondelette me`re : C2(104) est borne´, on
pose r(b, a) = r21(b, a) + r22(b, a) ou`
r21(b, a) = −ia2A′(b)eiω1b
bψ′(aω1)bψ(aω1) et on a alors
|r22(b, a)| ≤ C2
4
a2
|ψ̂ (aω1) |
sup
t
|A′′(t)| (3.83)
La relation pre´ce´dente montre que lorsque a est e´gal a` ar avec la constante dans la relation (3.72) qui est
e´gale a` ω(1), alors ψ̂′(ar · ω1) = 0 et r21(b, a) est nul, le terme d’erreur devient du second ordre en a et
dans les de´rive´es secondes de l’amplitude. On pose D2(a, ω1) =
C2
4
a2
| bψ(aω1)| qui est fonction de a et de la
pulsation ω1 du signal.
Pour l’ondelette de Morlet, D1(a, ω1) =
σ√
2π
a e
(aω1−β)
2σ2
2 . En posant a = ω
(1)
ω =
β
ω , on peut e´crire : D1(ω, ω0) =
Q√
πω
eQ
2 (ω1
ω
−1)2 . Pour ω = ω1, on est sur l’areˆte et D1(ω1) =
Q√
πω1
. De plus, D2(a, ω1) =
σ2a2
4 e
(aω1−β)
2σ2
2
Comme pre´ce´demment en posant a = βω , on obtient : D2(ω, ω1) =
Q2
2ω2 e
Q2
(ω1
ω
−1)2 et finalement sur l’areˆte :
D2(ω1) =
Q2
2ω21
.
Pour l’ondelette de Cauchy, on trouve que D1(a, ω1) =
1
2π ω1
n (n−2)!
(aω1)(n−1)
eaω1 . En posant a = ω
(1)
ω =
n
ω , on peut
e´crire que : D1(ω, ω1) =
1
2π ω1
(n−2)!
n(n−2)
(
ω
ω1
)(n−1)
en
ω1
ω . Sur l’areˆte, on a : ω = ω1 et D1(ω1) =
1
2π ω1
(n−2)!
n(n−2)
en.
On montre que D1(ω1) tend par valeurs supe´rieures
(105) a` Q√
πω1
ou` Q = 12
√
2n+ 1 comme pour l’ondelette de
Morlet.
102cf. livre de Bruno Torre´sani cite´ en re´fe´rence n◦(63) pages 85-87 .
103On rappelle que C1 =
R
R
|t||ψ(t)|dt.
104On rappelle que C2 =
R
R
t2|ψ(t)|dt.
105Le rapport
D1(ω0)
√
πω0
Q
vaut respectivement 1.0934, 1.0084 et 1.0042 pour n = 10, n = 100 et n = 200.
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Pour l’ondelette exponentielle, on trouve que D1(a, ω1) =
a
2λβ
(
1 +
(
aω1−β
λβ
)2)
. En posant a = ω
(1)
ω =
β
ω , on
peut e´crire : D1(ω, ω1) =
1
2λω
(
1 +
( ω1
ω
−1
λ
)2)
. Sur l’areˆte, on a : ω = ω0 et D1(ω1) =
1
2λω1
= Qω0 . On a aussi
D2(a, ω1) =
a2
2(λβ)2
(
1 +
(
aω1−β
λβ
)2)
et ensuite, en posant a = βω , on obtient : D2(ω, ω1) =
2Q2
ω2
(
1 +
( ω1
ω
−1
λ
)2)
et finalement D2(ω0) =
2Q2
ω21
.
On peut noter que pour chacune des ondelettes retenues que lorsque Qω1 est “faible”, alors sur l’areˆte, les
majorants donne´s par les relations pre´ce´dentes sont “faibles” et les restes sont alors “petits”.
C.2 Transforme´e en ondelettes continue des vibrations libres d’un syste`me line´aire
On s’inte´resse maintenant a` la TOC de la re´ponse libre en termes de de´placement pour un syste`me dynamique
line´aire a` N degre´s de liberte´. On a vu en relation (3.12) que les composantes uj(t) du vecteur de´placement
u(t) ; uj(t) de´signant la re´ponse en un point j du syste`me, peuvent se mettre sous la forme :
uj(t) =
N∑
r=1
Φjr Ur(t)
ou` Ur(t) est la re´ponse du mode r qui a e´te´ de´finie en relation (3.13)
(106).Comme la transforme´e en ondelettes
continue est une transformation line´aire, la TOC de chaque composante uj(t) peut s’e´crire :
Tψ [uj ] (b, a) =
N∑
r=1
ΦjrTψ [Ur] (b, a) (3.84)
On a aussi vu que Ur(t) s’exprime sous la forme d’une ligne spectrale donne´e en relation (3.14) : Ur(t) =
Br e
−τrωrtY(t) cos (ω˜rt− ψr). La relation pre´ce´dente (3.84) ainsi que la relation (3.73) nous conduisent a` l’ex-
pression approche´e pour la TOC de uj(t) :
Tψ [uj ] (b, a) ≈ 1
2
N∑
r=1
Φjrψ̂ (aω˜r)Ura(b) (3.85)
De plus, pour une composante Ura(b),la borne supe´rieure de |A′r(t)| vaut τrωr Br et la relation donnant une
majoration du reste r1 devient
|r1(b, a)| ≤ D1(a, ω˜r)τrωr Br (3.86)
Si les valeurs nume´riques des fre´quences ω˜r sont suffisamment e´loigne´es les unes des autres, la pre´sence du
facteur ψ̂ (aω˜r) dans la relation (3.85) entraˆıne que la contribution de la rie`me composante a` Tψ [u] (b, a) est
localise´e au voisinage de a = arr(b) =
Cteeωr . Cette dernie`re relation fournit une premie`re estimation des ω˜r.
L’article [ARTI13] soumis re´cemment au Journal Sound and Vibration e´tudie de fac¸on pre´cise l’utilisation de
la transforme´e en ondelettes pour l’identification modale a` partir de re´ponses libres. L’effet de bord mentionne´
pre´ce´demment et le choix de la localisation temps-fre´quence est de´veloppe´e et des solutions sont apporte´es pour
ame´liorer le calcul nume´rique de la TOC et l’identification des parame`tres modaux qui en de´coulent. L’approche
est fonde´e sur le parame`tre Q introduit pre´ce´demment en relation (3.32).
C.2.1 Densite´ spectrale d’e´nergie
On note û(ω) le vecteur forme´ par la transforme´e de Fourier de chacune des composantes de u(t). Il se
de´duit de la relation (3.11) par :
û(ω) = Φ Û(ω) =
N∑
r=1
Ûr(ω)φr (3.87)
La transforme´e de Fourier de la re´ponse modale transitoire vaut (107) :
Ûr(ω) =
U˙r(0) + Ur(0) (iω + 2τrωr)
−ω2 + ω2r + 2iτrωrω
(3.88)
106Ur(t) = e−τrωrt
h
U˙r(0)+τrωrUr(0)eωr sin eωrt+ Ur(0) cos eωrtiY(t)
107La transforme´e de Fourier de e−at sin(ω0t)Y(t) pour a > 0 vaut : ω0(iω+a)2+ω20 et la transforme´e de Fourier de e
−at cos(ω0t)Y(t)
vaut : iω+a
(iω+a)2+ω20
.
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La densite´ spectrale d’e´nergie de Ur(t) vaut :
EUr (ω) =
1
2π
(
U˙r(0) + 2τrωrUr(0)
)2
+ ω2Ur(0)
2
(−ω2 + ω2r)2 + 4τ2r ω2
(3.89)
La densite´ spectrale de Ur(t) est une fraction rationnelle ; son comportement pour ω → ∞ est en ω−2 (α = 2)
si Ur(0) 6= 0 et en ω−4 si Ur(0) = 0 (α = 4). Conside´rons la densite´ spectrale de chacune des composantes de
uj(t), on montre aise´ment que :
Euj (ω) ≤
N∑
r=1
Φ2jrEUr (ω) (3.90)
Conside´rons une ondelette me`re tels que ses p premiers moments soient nuls (cf. relation (3.24)). Le paragraphe
sur le comportement a` l’infini de E˜Tψ[u](b, ω) qui se trouve en page 74, nous permet de conclure que : pour que
le spectre moyen de la transforme´e en ondelettes se comporte comme celui du spectre de fre´quence, il faut que :
si Ur(0) 6= 0 alors p ≥ 1 ou si Ur(0) 6= 0 alors p ≥ 2. On note que l’ondelette de Morlet ne convient pas pour
ve´rifier cette condition.
D Fonctions caracte´ristiques de l’objet
D.1 Re´ponse impulsionnelle - Force interne
D.1.1 Re´ponse impulsionnelle
Pour une structure excite´e en Ne composantes et dont on mesure Nm re´ponses a` ces excitations, on de´finit
une matrice de re´ponses impulsionnelles ou percusionnelles h : [0,+∞[ → RNm × RNe dont les colonnes sont
forme´es des re´ponses impulsionnelles ou percusionnelles engendre´es par des impulsions de Dirac applique´es aux
diffe´rentes composantes de l’entre´e qui est note´e F (t).
Pour un filtre line´aire a` temps continu et causal, la relation de convolution entre l’entre´e et la sortie du filtre
s’e´crit sous forme matricielle a` l’aide de la matrice h :
umes =
∫ t
0
h(t− τ) F (τ) dτ (3.91)
Remontons au de´but du XXe`me sie`cle, au temps des locomotives a` vapeur. A cette e´poque, les techniques de
fonte des roues de chemin de fer ne permettent pas d’assurer un niveau de fiabilite´ suffisant et certaines roues
vieillissaient pre´mature´ment, faisant courir le risque d’un de´raillement a` l’ensemble du convoi. Durant les arreˆts
en gare, un pre´pose´ des chemins de fer vient impacter les roues d’un coup de masse et juge a` l’oreille de la
fiabilite´ des roues. C’est, sans doute, l’un des tout premiers tests impulsionnels, re´alise´s au marteau. L’oreille
du pre´pose´ sert de microphone et toute de´viation a` une sonorite´ de re´fe´rence indique la pre´sence d’un fissure
dangeureuse pour le train.
Voila` un exemple tre`s simple qui met en valeur les bases du test impulsionnel dans le cas des structures. Depuis,
les techniques ont e´volue´ et les informations obtenues par l’interme´diaire de ce type de test sont plus raffine´es.
Elles sont couramment employe´es aujourd’hui pour des structures le´ge`res ou` la connexion d’un excitateur per-
turbe de fac¸on importante la re´ponse dynamique du fait des raideur et masse ajoute´es en un point particulier de
la structure. Les difficulte´s de la technique re´sident principalement dans la re´alisation d’une impulsion(108) se
rapprochant au mieux d’un dirac afin d’obtenir la re´ponse impulsionnelle du syste`me. D’un point de vue tech-
nologique, pour e´viter les proble`mes de rebond du marteau sur la structure, des impacteurs e´lectrome´caniques
ont e´te´ de´veloppe´s.
A partir de la re´ponse impulsionnelle, plusieurs techniques de caracte´risation peuvent eˆtre envisage´es. Un premier
groupe de techniques re´alise un lissage de ces fonctions a` l’aide d’un mode`le temporel (par exemple de´composition
108Gibert(cf. pp. 55 de la re´fe´rence cite´e ci-apre`s) propose de de´finir physiquement une distribution de Dirac en un point Pj de la
structure comme la limite d’une suite de fonctions γ∆ρ(P ) de´finies en tout point P de la structure par :
γ∆ρ(P ) = 0 si d(P, Pj) ≥ ∆ρ
γ∆ρ(P ) =
3
4π
1
∆ρ3
si d(P, Pj) < ∆ρ
Rene´-Jean Gibert, 1988, Vibrations des structures. Interactions avec les fluides. Sources d’excitation ale´atoires. Editions Eyrolles.
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en se´ries d’exponentielles de´croissantes et identification des parame`tres comme dans la me´thode utilise´e par
Prony). Ces techniques ne´cessitent des ressources me´moire importantes afin de traiter l’ensemble des donne´es
temporelles recueillies. Le second groupe utilise les proprie´te´s des transforme´es de Laplace ou de Fourier pour
calculer la fonction de transfert ou la fonction de re´ponse en fre´quence respectivement associe´e a` la re´ponse
impulsionnelle et ensuite a` caracte´riser cette nouvelle fonction (ce qui fait l’objet du paragraphe suivant).
Finalement, la causalite´ d’un filtre line´aire est e´quivalent a` la causalite´ de sa re´ponse impulsionnelle ; la proprie´te´
de stabilite´ d’un filtre line´aire est relie´e a` la bornitude de sa re´ponse impulsionnelle et le filtre line´aire est stable
si sa re´ponse impulsionnelle est sommable.
D.2 Fonction de transfert - Fonction de re´ponse en fre´quence
Lorsqu’on fait l’hypothe`se de line´arite´, nous avons note´ dans l’introduction que l’on pouvait repre´senter
l’objet par une seule fonction : la fonction de transfert ou la fonction de re´ponse en fre´quence suivant le domaine
d’application (Laplace ou Fourier).
Les deux notions de fonction de transfert et de fonction de re´ponse en fre´quence sont e´troitement lie´es : leur
de´finition respective diffe`re uniquement par le choix d’une transforme´e diffe´rente : Laplace ou Fourier. Une
fonction de transfert H(r , r0 , p) du syste`me e´tudie´ est la transforme´e de Laplace de sa re´ponse en un point r a`
une impulsion unite´e localise´e en un autre point r0 . La fonction de re´ponse en fre´quence ou FRF H(r , r0 , ω)
associe´e a` la fonction de transfert est la transforme´e de Fourier (lorsqu’elle existe) de sa re´ponse en un point r a`
une impulsion unite´e localise´e en un autre point r0 . Une fonction de transfert comme la FRF associe´e, peut eˆtre
de type re´ceptance, mobilite´, ou inertance suivant que la re´ponse du syste`me est un de´placement, une vitesse
ou une inertie respectivement. Le passage d’une transforme´e de Laplace a` la transforme´e de Fourier associe´e
s’effectue ge´ne´ralement en remplac¸ant p par iω (109).
Lorsque le comportement de l’objet est re´gi par des e´quations diffe´rentielles a` coefficients constants, les fonctions
de transfert sont rationnelles et peuvent se mettre sous la forme :
H(p) = γ
Nij(p)
Dij(p)
(3.92)
øu` Nij(p) et Dij(p) sont des polynoˆmes de la variable p dont le coefficient du terme de plus haut degre´ est e´gal
a` 1.
Examinons comment deux proprie´te´s “classiques” de la re´ponse impulsionnelle a` savoir re´elle et causale se
traduisent comme proprie´te´ pour la fonction de transfert ou la FRF
– Le fait que la re´ponse impusionnelle soit re´elle se traduit par la proprie´te´ d’hermitivite´ pour la FRF :
Hij(−ω) = Hij(ω).
– La causalite´ entraˆıne que l’abscisse de sommabilite´ supe´rieure de H est infinie et que le module de Hij(p)
a au plus une croissance polynoˆmiale (110).
– Une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’un syste`me line´aire soit causal est que la partie imaginaire
de sa FRF soit la transforme´e de Hilbert de sa partie re´elle(111)
Ainsi, dans le cas d’un syste`me a` N degre´s de liberte´ avec un amortissement de type visqueux line´aire de´couple´
(hypothe`se de Basile), la FRF Hij (ω) , transforme´e de Fourier de la re´ponse du j
e`me degre´ de liberte´ a` l’impulsion
unite´ exerce´e au ie`me degre´ de liberte´ s’exprime sous la forme :
Hij(ω) =
N∑
r=1
(Ψr)i (Ψr)j
mr (ω2r − ω2 + 2j τr ωr ω)
(3.93)
ou` les Ψr sont les formes propres du mode r pour le syste`me conservatif associe´, ωr et τr sont respectivement
la pulsation propre et le taux d’amortissement du mode r.
D.3 Fonction d’analyse des singularite´s
De`s 1984(112), j’ai e´tudie´ une transformation inte´grale ponde´re´e (TIP) de FRF, particulie`rement adapte´e
a` des structures pre´sentant un comportement line´aire fortement amorti. Cette transformation de´pend de deux
109Lorsque la transforme´e de Laplace n’a pas de poˆles sur l’axe des imaginaires ou a` droite de cet axe, alors le syste`me est stable
et H(r , r0 , ω) = H(r , r0 , ”p = iω”).
110Il existe deux constantes Cij ∈ R+ et n ∈ N telles que : |Hij(p)| ≤ Cij
`
1 + |p|2´n
111Hij(ω) = i T .H{Hij} (ω) ou` T .H de´signe la transformation de Hilbert qui a pour de´finition pour la fonction Hij : T .H{Hij} =
1
π
R
R
Hij(Ω)
Ω−ω dΩ
112En 1984, 4e`me anne´e a` l’ENTPE pendant laquelle j’ai effectue´ mon DEA a` l’E.C.L.
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parame`tres et il est montre´ dans que le calcul de la TIP se rame`ne a` celui de deux transformations de Fourier
qui sont effectue´s au moyen d’algorithmes de transforme´es de Fourier rapides.
Soient les valeurs expe´rimentales d’une fonction de transfert Hij(ω) de la structure e´tudie´e ( de´finie comme le
rapport du de´placement au point Pi sur la force de fre´quence ω applique´e au point Pj) et que l’on notera par
souci d’alle´ger les notations H(ω) par la suite. On ope`re sur chaque H la transformation inte´grale ponde´re´e
Υ(a, b) suivante :
Υ(a, b) =
∫ +∞
−∞
H ′(ω)
H(ω)
g(ω, a, b)dω =
∫ +∞
−∞
H ′(ω)
H(ω)
A2
(ω −A)2 dω (3.94)
ou` H ′(ω) de´signe la de´rive´e de H(ω) par rapport a` ω et A = a− ib.
Cette transformation facilite l’identification des poˆles et des ze´ros de H en amplifiant leurs effets sur le trace´ de
Υ(a, b) en fonction de a sans faire appel a` une mode´lisation particulie`re de l’amortissement. De plus, on montre
que les transformations inte´grales Υ(a, b) peuvent se calculer nume´riquement au moyen de deux transforme´es
de Fourier. La me´thode d’identification peut donc eˆtre facilement implante´e dans les chaˆınes de traitement
nume´rique qui disposent en ge´ne´ral d’une F.F.T (Fast Fourier Transform) caˆble´e.
On montre dans [ARTI6] que l’on peut repre´senter la TIP comme la transforme´e en ondelettes complexes de
H′
H :
Υ(a, b) =
(b− ia)2
a
Tψ
[
H ′
H
]
(b, a) (3.95)
ou` ψ(ω) = 1(ω−i)2 est l’ondelette me`re que l’on peut relier a` l’ondelette de Cauchy d’ordre 1 qui a e´te´ de´finie
dans le paragraphe pre´ce´dent, par ψ(ω) = −ψ1(−ω). La fonction ψ posse`de comme ψ1 la proprie´te´ hermitique.
Elle est aussi progressive comme ψ1. On a vu que la fonction de re´ponse en fre´quence d’un filtre line´aire si
elle existe, jouit de la syme´trie hermitique. L’ondelette ψ a une allure et des proprie´te´s semblables a` une FRF.
L’e´criture de la TIP sous la forme d’une transformation en ondelettes(113) facilite la compre´hension des effets
d’amplification de la TIP et permet une analyse fine des singularite´s (notion de force de la singularite´ dans la
FRF a` l’aide de l’exposant de Ho¨lder - cf [ARTI6] ). Nous avons ensuite introduit la notion de fonction d’analyse
des singularite´s (FAS) d’ordre n : Hn(b, a) qui est de´finie comme une fonction de deux variables re´elles b et a a`
l’aide de transformations inte´grales d’une re´ponse dynamique. Plusieurs de´finitions sont propose´es :
1. La FAS d’ordre n utilise la de´rive´e d’ordre n d’une fonction de transfert du syste`me me´canique H(p) avec
p = a+ ib :
Hn(b, a) = (−1)n2π a
n+1
2
dn
dpn
{H(p)} (3.96)
2. La FAS d’ordre n s’exprime a` partir de la re´ponse impulsionnelle h(t) comme la transforme´e de Fourier
de h(t) filtre´e par la fonction suivante
2πa
n+1
2 tne−atY(t) ou` Y(t) est la fonction de Heaviside :
Hn(b, a) = 2π a
n+1
2
∫
R
tne−atY(t)h(t) e−ibt dt (3.97)
3. La FAS d’ordre n est au coefficient n!
a
n+1
2
pre`s, la transformation en ondelettes de la FRF H(ω) avec
l’ondelette me`re ψ˜n(s) =
1
(1+is)n qui est la conjugue´e de l’ondelette de Cauchy d’ordre n
Hn(b, a) =
n!
a
n+1
2
∫
R
H(ω)ψ˜n
(
ω − b
a
)
dω (3.98)
Chacune des trois de´finitions pre´ce´dentes permet de comprendre les effets de la transformation inte´grale pro-
pose´e. Pour un filtre line´aire et causal a` N degre´s de liberte´, la fonction de transfert peut se mettre sous la
forme d’une somme de fractions rationnelles simples. Les de´rive´es successives d’une fraction rationnelle simple
font “augmenter” le degre´ du de´nominateur amplifiant l’effet du poˆle. La premie`re de´finition (3.96) permet
d’exprimer Hn(b, a)
Hn(b, a) = 2π n! a
n+1
2
N∑
r=1
[
Ar
(a+ ib− pr)n +
Ar
(a+ ib− pr)n
]
(3.99)
113L’originalite´ de cette approche est que l’on applique la transforme´e en ondelettes a` une fonction de´pendant de la fre´quence.
Habituellement, la transforme´e en ondelettes est applique´e a` des signaux temporels ! afin d’obtenir une repre´sentation temps-
fre´quence.
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MOR CAU EXP
‖ψ‖22 σ
√
π (2n)!
22n(n!)2
π 1βλ
ϕ1(t)
1
σ
√
π
e−
t2
σ2
22n(n!)2
(2n)!π
(
1
t2+1
)n+1
βλ e−2λβ|t|
ϕ2(ω)
σ√
π
e−(ω−β)
2 σ2 2
(2n)! (2ω)
2ne−2ωY(ω) 2
πλβ
h
1+(ω−βλβ )
2
i2
tψ 0 0 0
ω(1) β n β
ωψ β n+
1
2 β
∆tψ
σ√
2
√
1
2n−1
1√
2(λβ)
∆ωψ
1
σ
√
2
1
2
√
2n+ 1 λβ
µ(ψ) 12
1
2
√
2n+1
2n−1
1√
2
Q β σ√
2
1
2
√
2n+ 1 12λ
m3t 0 0 0
m3ω 0
2√
2n+1
0
m4t 3 3
2n−1
2n−3 6
m4ω 3 3
2n+3
2n+1 ∞
cψ ∞ 4π2 122n (2n−1)!(n!)2 ∞
C1 2σ
2 2
n−1
2
(λβ)2
C2
√
2π σ3 4(λβ)3
Tab. 3.1 Principales fonctions et caracte´ristiques des ondelettes me`res a` l’e´tude : MOR=Morlet ; CAU=Cauchy ;
EXP=exponentielle.
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Chapitre 4
Applications des techniques de
mode´lisation et d’identification de
parame`tres a` des cas nume´riques et re´els
Ce chapitre pre´sente quelques unes des applications des techniques de mode´lisation et d’identification que
j’ai re´alise´es durant mes anne´es de recherche. Il est divise´ en trois titres. Le premier titre pre´sente l’applica-
tion de quatre me´thodes originales d’identification dynamique sur des re´sultats d’essais vibratoires nume´riques
ou expe´rimentaux en laboratoire. Les deux premie`res me´thodes sont modales (line´aires). Pour la premie`re
me´thode, les fonctions de re´ponse en fre´quence (FRFs) d’un syste`me a` multi-degre´s de liberte´ line´aire, ob-
tenues nume´riquement, sont traite´es avec la transformation inte´grale ponde´re´e (TIP) pre´sente´e au chapitre
pre´ce´dent(1). Dans la deuxie`me me´thode, les vibrations force´es, sous excitations harmoniques, de la maquette
d’avion du groupe Garteur sont analyse´es par la Fonction d’Analyse des Singularite´s pre´sente´e e´galement au
chapitre pre´ce´dent(2), afin d’estimer ses caracte´ristiques modales. Les deux dernie`res techniques de´veloppe´es
sont non line´aires : elles sont applique´es a` des syste`mes pre´sentant un comportement non line´aire tels une
plaque avec un syste`me de frotteurs et une poutre avec une non-line´aire locale de type rigidite´ non line´aire en
de´placement (cubique ou Duffing).
Le second titre qui constitue un de´veloppement un peu long que le pre´ce´dent, s’inte´resse au comportement et
a` la vulne´rabilite´ des baˆtiments courants. Il comprend cinq sous-titres qui traitent respectivement de : (1)
l’identification line´aire du comportement sismique de baˆtiments, (2) la de´tection, la caracte´risation et l’identifi-
cation des non-line´arite´s, (3) la mode´lisation du phe´nome`ne de torsion dans le comportement de baˆtiments, (4)
l’analyse des spectres de re´ponse et du coefficient de comportement et (5) l’interaction site-ville et ale´a sismique
en milieu urbain.
Le troisie`me et dernier titre est consacre´ a` la dynamique des ve´hicules le´gers et lourds en interaction avec des
ouvrages du ge´nie civil (routes ou ponts). Il est forme´ de trois sous-titres. Le premier pre´sente quelques travaux
sur la mode´lisation du mouvement vertical de ve´hicules le´gers. Dans le second sous-titre, la technique de filtrage
de Kalman est rapidement de´crite. Elle est ensuite applique´e a` l’identification des parame`tres d’un ve´hicule
et de l’e´tat de l’ouvrage. Le dernier sous-titre de´veloppe le pesage en marche de ve´hicules lourds sur ouvrages
d’art.
A Identification dynamique a` partir de re´sultats d’essais nume´riques et
de laboratoire
A.1 Vibrations force´es d’un syste`me MDDL line´aire
Une me´thode d’identification modale dans le domaine fre´quentiel a e´te´ propose´e a` partir du calcul de la
transformation inte´grale ponde´re´e (TIP) pre´sente´e dans le chapitre pre´ce´dent. Voici le sche´ma d’identification
propose´ :
1cf. page 86.
2cf. page 87.
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1. Acquisition expe´rimentale d’une fonction de re´ponse en fre´quence H(ω) et de sa de´rive´e H ′(ω) a` partir
d’un essai de vibration sur la structure.
2. Calcul de la TIP ∓(a, b) a` partir de deux transforme´es de Fourier (F.F.T. discre`tes) pour un b = b1 fixe´ :
– Calcul de f1(t) :
f1(t) = 2iℑ
[∫ +∞
0
H ′(ω)
H(ω)
exp2i πωt dω
]
ou` ℑ de´signe la partie imaginaire du nombre complexe.
– Calcul de f2(a) :
f2(a) =
∫ +∞
0
f1(t) t exp
−2π b1 t exp−2iπ a t dt
– Calcul de ∓(a, b) :
∓(a, b) = −4π2 (a− ib1)2 f2(a)
3. Repe´rage des coordonne´es (a2j , Ej) de chacun des extre´ma de ℑ [∓(a, b)]
4. Estimation des parties re´elle et imaginaire des poˆles et des ze´ros de H :
u∗j (b1) ≃ a2j v∗j (b1) ≃
√
2π
| Ej |
√
| u∗j 2 − b21 | − b1
5. - Possibilite´ d’ame´liorer les re´sultats pour un poˆle ou un ze´ro particulier en reprenant les calculs a` l’e´tape
2 avec b = v∗j (b1).
La TIP a e´te´ teste´e sur des donne´es nume´riques : les FRFs de type re´ceptance d’un syste`me masse-ressort-
amortisseur a` 4 degre´s de liberte´ (cf. [ARTI1]). Les re´sultats obtenus pour l’identification a` partir des donne´es
simule´es nume´riquement montrent que cette technique assure une bonne estimation des modes de la structure
car elle permet de faire ressortir ceux ayant une faible participation au point de mesure conside´re´.
L’application de cette technique a` des structures re´elles achoppe toutefois sur l’obtention de la de´rive´e de H
surtout lorsque les signaux sont tre`s bruite´s.
On peut appliquer cette technique premie`rement a` H pour obtenir les poˆles de H, puis a` nouveau applique´e a`
1
H
pour obtenir les ze´ros de H, le proble`me de l’obtention de la de´rive´e e´tant ainsi e´vite´.
On a montre´ au chapitre pre´ce´dent, comment on peut relier la TIP a` une transformation en ondelettes
Tψ
[
H′
H
]
(b, a) avec une ondelette me`re ψ(ω) qui est relie´e a` l’ondelette me`re de Cauchy ψ1(ω)d’ordre 1 par :
ψ(ω) = −ψ1(−ω). Ce qui nous a conduit a` proposer une nouvelle fonction inte´grale ou fonction d’analyse des
singularite´s (FAS) d’ordre n qui ge´ne´ralise la TIP avec une ondelette me`re de Cauchy d’ordre n. Le titre suivant
applique la FAS aux vibrations force´es d’une maquette d’avion utilise´e par le groupe Garteur (3).
Production re´alise´e
– 1 rapport de DEA personnel ECL 1984 [THE1]
– 1 chapitre (IV) de ma the`se 1990 [THE2]
– 1 rapport de stage d’option (Ecole Polytechnique) de Youne´s Belcadi 1997.
– 3 articles dans des revues a` comite´ de lecture
– 1 au Journal Sound and Vibration : 1986 [ARTI1]
– 1 a` la revue Meccanica 1997, [ARTI6]
– 1 au compte-rendu a` l’Acade´mie des Sciences 1999, [ARTI8]
A.2 Vibrations force´es d’une maquette d’avion (essai Garteur)
Une maquette d’avion(4) repre´sentant sche´matiquement le comportement dynamique d’un planeur a e´te´
construite pour re´aliser au niveau europe´en, une e´tude comparative en analyse modale expe´rimentale par le
groupe Garteur. La structure est forme´e de deux sous-structures en aluminium repre´sentant respectivement
3GARTEUR : Group for Aeronautical Research and Technology in Europe. Cette organisation a e´te´ forme´e a` partir de 1973
pour la collaboration de recherche en Europe dans le domaine de l’ae´ronautique. Elle comprend actuellement 7 nations dont la
France, l’Allemagne, l’Italie, les Pays-Bas, l’Espagne, la Sue`de et l’Angleterre.
4Cette maquette a e´te´ initialement conc¸ue et teste´e a` l’ONERA. Des jeux de FRF expe´rimentales et de donne´es modales ont
aussi e´te´ re´alise´es par le DLR (e´tablissement ae´rospatial allemand) et par l’Universite´ de Manchester (Aerospace Engineering
Division).
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ailes/re´servoirs et fuselage/de´rive. Elles sont connecte´es au moyen de deux plaques me´talliques boulonne´es. Elle
est de´crite en de´tail dans le rapport de Degener(5) qui inclut la ge´ome´trie, les donne´es mate´rielles ainsi que le
plan des essais. Parmi les rapports pre´sentant les re´sultats compare´s des diffe´rentes e´quipes, citons le rapport
d’Etienne Balmes(6).
Nous avons utilise´ les FRFs mesure´es a` partir des essais sur la maquette Garteur pour tester l’efficacite´ de
technique d’identification modale utilisant la FAS pre´sente´e au chapitre pre´ce´dent. Ces essais ont eu lieu a`
l’ONERA(7). Les conditions aux limites libre-libre sont re´alise´es au moyen de trois suspensions e´lastiques dont
le 1er mode de suspensions (pompage) est a` 2Hz. Le corps de la structure est e´quipe´ de 24 acce´le´rome`tres
et deux excitateurs e´lectrodynamiques de´livrent deux excitations large bande de´corre´le´es. Plusieurs FRF de
type inertance ont e´te´ identifie´es par la technique d’identification utilisant la FAS. La FAS d’ordre n permet
d’accentuer les structures singulie`res que sont les re´sonances sur les FRF. L’analyse des extre´mums de la
FAS permet l’identification directe des fre´quences de re´sonance et des amortissements associe´s. Les re´sultats
de l’identification ont e´te´ compare´s a` ceux obtenus par deux autres techniques utilisant la toolbox IDRC(8)
du logiciel MATLAB. La premie`re traite les donne´es sur tout l’intervalle fre´quentiel d’e´tude et la seconde
applique IDRC avec lissage applique´e aux trois intervalles fre´quentiels successifs : 4 − 25Hz, 25 − 40Hz et
40− 63Hz. Ces deux techniques effectuent une optimisation non line´aire du mode`le poˆle/re´sidu, recalculant les
re´sidus apre`s chaque ite´ration. Elles ne ge´ne`rent pas de modes supple´mentaires, elles estiment des valeurs des
parame`tres proches des valeurs initiales pour l’algorithme de minimisation. Ces valeurs initiales sont obtenues
respectivement par la me´thode de peak-picking pour les fre´quences et par la technique de la demi-puissance pour
les coefficients d’amortissement. Les re´sultats des trois techniques d’identification sont pre´sente´s pour une des
FRFs mesure´s dans [CONF31]. Les re´sultats obtenus par les trois techniques sont tre`s voisins et nous permettent
de conclure que les re´sultats obtenus avec la FAS sont prometteurs.
Ce travail sur la FAS s’est poursuivi en collaboration avec Honore´ Yin et Denis Duhamel actuellement au LAMI,
en utilisant des fonctions me`res de type Cauchy mais avec un exposant n qui n’est plus entier mais re´el positif.
Une proce´dure efficace pour l’estimation des fre´quences propres et des taux d’amortissement est propose´e dans
[ARTI12] et l’efficacite´ de la me´thode est illustre´e a` la fois sur des donne´es nume´riques et expe´rimentales de
FRFs.
On peut finalement noter que dans le cadre de l’Action COST F3 “Structural Dynamics” de 1997 a` 2001
(9), plusieurs groupes de recherche dont la Belgique, la France, l’Allemagne et l’Angleterre ont travaille´ sur le
benchmark du groupe Garteur. Chaque e´quipe a maille´ la structure Garteur a` l’aide de leur propre mode`le EF
en utilisant des e´le´ments de poutres ou de coques. Les donne´es modales obtenues par le DLR ont e´te´ utilise´es
pour corriger ces mode`les EF au moyen de techniques de recalage et les re´sultats ont e´te´ publie´s re´cemment dans
un nume´ro spe´cial du Journal Mechanical Systems and Signal Processing, Volume 17, Issue 1, Janvier 2003.
Production re´alise´e
– 2 rapports de stage d’e´tudiants Princeton : Andrew Horchler 1998 et Xavier Vazquez-Gil 1999.
– 1 article dans des revues a` comite´ de lecture :
– 1 au Journal Sound and Vibration : 2003 [ARTI12].
– 2 publications dans colloque avec actes :
– 1 a` 2nd Int. Conference on Identification in Engineering Systems, Swansea, 1999 [CONF31].
– 1 au 4e`me Colloque National en Calcul des Structures, Giens, 1999 [CONF32].
A.3 Vibrations force´es d’une plaque avec frottement
La plaque e´tudie´e est une plaque en duralumin, de masse 18.6Kg encastre´e sur un bord (cf. [CONF13]
pour la description pre´cise de l’encastrement), libre sur le bord diame´tralement oppose´ ; l’un des deux bords
restant est libre et sur l’autre, est installe´ le syste`me de frotteurs. La campagne d’essais a e´te´ mene´e en 1990 a`
l’ONERA(10). La non-line´arite´ de friction est introduite au moyen d’un syste`me pouvant eˆtre de´place´ le long
5Degener, M. and Hermes, M., Ground Vibration Test and Finite Element Analysis of the GARTEUR SM-AG19 Testbed,
Deutsche Forschungsanstalt fu¨r Luft-und Raumfahrt e.V. Institut fu¨r Aeroelastik (23200), (October 1996).
6Balmes, E., Garteur Group on Ground Vibration Testing Results from the Tests of a Single Structure by 12 Laboratories in
Europe, IMAC (1997).
7Citons le rapport de Philippe Fargette. Garteur group on GVT (ground vibration test) methods. Results from ONERA.
Technical report RT31/1677 RN, ONERA, 1996.
8E. Balmes. Structural Modeling Toolbox - Version 2.0 MATLAB, 1996.
9On peut citer deux re´fe´rences se rapportant au COST F3 : une personnelle [CONF35] et une autre : J-C. Golinval & M. Link,
2003. COST F3 “Structural Dynamics” (1997-2001) - An European co-operation in the field of science and technology, Mechanical
Systems and Signal Processing, Vol 17 n◦1, pp. 3− 7.
10au sein du Service de Vibrations au Sol (D. Gravelle & Bruno Guillermin). Les e´tudes ont dure´ de 1990 a` 1992.
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d’un bord libre de la plaque ; elle est re´alise´e par le frottement d’un disque de celoron (coton+re´sine) sur un
disque de duralumin. L’intensite´ du frottement est re´glable. La plaque est maille´e par une vingtaine de capteurs
acce´le´rome´triques distribue´s sur cinq range´es du bord encastre´ au bord libre et colle´s sur la plaque. Les signaux
re´cupe´re´s sont des acce´le´rations qui sont inte´gre´s pour obtenir des vitesses. L’excitation est re´alise´e par un exci-
tateur electrodynamique avec la mesure de la force (force nominale 6N). Dans une premie`re phase, la technique
d’appropriation modale a e´te´ utilise´e. Cette technique d’identification line´aire est base´e sur l’appropriation des
forces d’excitation harmoniques de fac¸on a` isoler un mode. Les fre´quences des forces d’excitation sont alors
proches de la fre´quence de re´sonance. Le crite`re utilise´ est celui de la re´sonance de phase qui pour un syste`me
line´aire a` N degre´s de liberte´ avec amortissement visqueux, se traduit par le fait que le de´placement (respecti-
vement la vitesse) de chaque point de la structure est en quadrature de phase (respectivement en phase ou en
opposition de phase) avec les forces d’excitation. L’excitation approprie´e doit compenser les forces d’amortisse-
ment visqueux. La forme de la vibration induite par cette force d’excitation est proportionnelle, a` une constante
pre`s, a` la forme du mode du syste`me conservatif associe´. Cette approche modale a e´te´ applique´e au syste`me de
la plaque sans le syste`me de frotteurs. Cette proce´dure est souvent utilise´e principalement dans le domaine de
l’ae´ronautique car le nombre de modes dans le domaine des basses fre´quences entre 0.5 et 40 Hz est relativement
faible par contre le nombre de degre´s de liberte´ peut devenir relativement important. De plus, cette me´thode
fonde´e sur le principe de line´arite´, re´agit correctement aux effets non line´aires de par le fait qu’elle travaille
au voisinage de la re´sonance d’un oscillateur. Cette technique a e´te´ applique´e a` la plaque seule et les re´sultats
ont e´te´ compare´s a` ceux obtenus a` l’aide de la me´thode EF (maillage de 98 e´le´ments de plaque mince avec 110
noeuds). Les trois premie`res fre´quences propres obtenues avec le logiciel EF sont de 16% supe´rieures a` celles
obtenues par la me´thode d’appropriation modale. De plus, on observe un mode de baˆti dont la fre´quence est
proche de la premie`re fre´quence propre de la plaque. La rigidification entraˆıne´e par la discre´tisation de la plaque
n’est pas suffisante pour expliquer l’e´cart entre valeurs the´orique et mesure´e : la mode´lisation du syste`me de
fixation de la plaque dans le baˆti dans l’essai a` l’aide d’un encastrement parfait n’est pas correcte. Le serrage
des vis de l’encastrement a e´te´ refait et le maillage a e´te´ rebaˆti en tenant compte des deux range´es de vis. Nous
avons relaˆche´ la composante transverse du de´placement des 17 noeuds des deux range´es de vis et nous avons
ajoute´ une masse et une rigidite´ a` chacun des noeuds de telle sorte que la fre´quence propre obtenue soit proche
de celle du baˆti. L’e´cart entre les trois premie`res fre´quences propres diminue alors entre 6% et 10%. Les trois
premiers modes obtenus par la technique d’appropriation et par les e´le´ments finis ont une allure semblable.
Ensuite, la me´thode d’appropriation modale a e´te´ applique´e a` la plaque avec frotteurs. On note une augmentation
importante pour les fre´quences du premier mode de flexion et en particulier de celui de torsion. En conclusion
de cette premie`re e´tape, l’application de la me´thode d’appropriation modale a` un syste`me non line´aire conduit a`
une line´arisation du comportement et les coefficients ge´ne´ralise´s identifie´s de´pendent de l’amplitude de la force
d’excitation harmonique. Ces coefficients sont obtenus pour la plus petite valeur de la fre´quence de re´sonance et
le niveau de la force d’excitation est obtenu en examinant l’e´volution de la fre´quence de re´sonance en fonction
de la force d’excitation.
En parralle`le, les coefficients de frottement statique et dynamique ont e´te´ estime´s expe´rimentalement. Enfin,
nous avons utilise´ une proce´dure d’identification non line´aire (cas faiblement non line´aire) dans le domaine
fre´quentiel base´e sur un mode`le qui prend en compte le comportement faiblement non line´aire comme une
perturbation sur les fre´quences propres du syste`me line´aire. On fait l’hypothe`se qu’il y a pas ou peu de couplage
entre le mode conside´re´ et les autres modes. Le mode`le de FRF s’e´crit alors au voisinage du mode k conside´re´
en fonction de la pulsation propre ωk et du mode propre Ψk correspondant : H(ω) = u + jωv +
tk
jω−skPertk(ω)
ou` la perturbation vaut : Pertk(ω) = (1 +
∑
i αi(Aω
pki )qki ) et avec sk = jωk − τkωk et tk = Ψk tΨkF ou` F
de´signe le vecteur des forces d’excitation. On suppose que le mode ne change pas avec l’amplitude de la force
d’excitation. Les re´sultats sont publie´s dans [CONF12].
Notons qu’une e´tude semblable a e´te´ re´alise´e et fait l’objet d’un rapport de DEA (DEA de Philippe Viot) ;
l’essai monte´ consiste en l’assemblage de deux poutres par un joint non line´aire.
Production re´alise´e
– 3 rapports de DEA (citons les rapports de Florian Hehenberger et de Philippe Viot).
– 2 publications dans colloque avec actes :
– 1 a` l’Euromech 280, ECL, 1991 [CONF12]
– 1 au 2e`me Colloque National en Calcul des Structures, 1995 [CONF22]
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lieu corps module coefficient longueur largeur e´paisseur
de d’ d’Young de (mm) (mm) (mm)
l’essai e´preuve (Pa) Poisson
LTAS poutre
principale 2.1 1011 0.35 700 14 14
Lie`ge plaque
mince 2.1 1011 0.35 700 14 0.5
ONERA Plaque 7.4 1010 0.34 1200 400 13.8
Tab. 4.1 Caracte´ristiques ge´ome´trique et me´canique des corps d’e´preuve
A.4 Vibrations libres d’une poutre avec une non-line´arite´ locale
La poutre e´tudie´e est une poutre en acier encastre´e a` une extre´mite´ et avec une non-line´arite´ locale a`
l’autre extre´mite´. La campagne d’essais a e´te´ mene´ en 2001 par l’Universite´ de Lie`ge(11). Le corps d’e´preuve est
constitue´ de l’assemblage de deux e´le´ments : l’e´le´ment principal est une poutre en acier encastre´e a` une de ses
extre´mite´s et l’e´le´ment secondaire est une poutre mince en acier encastre´e a` une extre´mite´ dans un baˆti fixe et
fixe´ a` l’autre extre´mite´, a` la poutre principale au moyen de vis. Les caracte´ristiques me´canique et ge´ome´trique
des poutres sont donne´s dans le tableau 4.1.
Le comportement non line´aire de l’assemblage est gouverne´ par la poutre mince lorsque des grands de´placements
apparaissent durant l’essai. Pour re´duire l’effet de la gravite´, l’assemblage est monte´ verticalement : la poutre
mince est en position verticale et le marteau excite la structure dans un plan horizontal(12). Un calcul the´orique
montre que la non-line´arite´ est de type cubique et que la partie non-line´aire du tenseur des de´formations n’est
pas ne´gligeable a` cause du couplage entre la de´formation axiale et la de´formation transverse. Sept acce´le´rome`tres
sont place´s a` intervalles re´guliers sur la poutre pour mesurer sa re´ponse. La structure est excite´e a` l’aide d’un
marteau d’impact et la force est mesure´e. La re´ponse temporelle du syste`me est mesure´e sur une pe´riode de
1.34 sec avec une fre´quence d’e´chantillonnage de 5120Hz. Les donne´es ont e´te´ traite´es par la transforme´e en
ondelettes continue (TOC) avec une ondelette me`re de Cauchy de´finie au chapitre pre´ce´dent(13). La de´finition et
les proprie´te´s de la TOC a e´te´ pre´sente´e au chapitre pre´ce´dent ainsi que les notions d’areˆtes et de squelette(14).
La re´ponse temporelle transitoire en acce´le´ration d’une structure a` un choc peut se mettre sous la somme
de composantes module´es en amplitude et en fre´quence qui ont la proprie´te´ d’asymptoticite´(15) lorsque le
comportement de la structure est line´aire ou faiblement non-line´aire (approximation du premier harmonique).
La repre´sentation des signaux mesure´s sous formes d’areˆtes et de squelette nous a conduit a` proposer plusieurs
fonctions indicatrices du comportement de la structure. On note a
(j)
rk (t) la ke`me areˆte obtenue par la mesure au
point j. Les quatre fonctions propose´es pour la ke`me areˆte sont exprime´es en fonction de a
(j)
rk (t) :
fkj(t) =
1
2π
n
a
(j)
rk (t)
(4.1)
rkj(t) =
∣∣∣Tψn [u¨(j)] (t, a(j)rk (t))∣∣∣∣∣∣Tψn [u¨(j0)] (t, a(j0)rk (t))∣∣∣
α˙2kj0(t)
α˙2kj(t)
≈ Akj(t)
Akj0(t)
(4.2)
µkj(t) = αkj(t)− αk(j−1)(t) pour j > 1 (4.3)
dkj(t) = Ln(Akj(t)) (4.4)
ou` l’indice k est relatif a` la ke`me areˆte, l’indice j indique le point de mesure sur la structure et parmi les indices
j pour un k donne´, l’indice j0 est celui ou` la moyenne de l’amplitude Akj0(t) est maximum. Akj(t) et αkj(t)
sont respectivement l’amplitude et la phase de la ke`me composante du signal. Dans le cas de syste`mes line´aires
a` plusieurs degre´s de liberte´ avec l’hypothe`se d’amortissement proportionnel, les quatre fonctions indicatrices
11au sein du Laboratoire de Techniques Ae´ronautiques et Spatiales - De´partement Vibrations et Identification des Structures
dirige´ par Jean-Claude Golinval.
12Si la poutre non-line´aire est monte´e horizontalement, la gravite´ a un effet sur la position initiale de l’assemblage et des effets
non line´aires quadratiques sont a` prendre en compte.
13cf. page 76.
14cf. page 82.
15On rappelle que la proprie´te´ d’asymptoticite´ se traduit principalement par le fait que les variations de l’amplitude sont plus
lentes que les variations de la phase.
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deviennent : fkj(t) =
eωk
2π , rkj(t) = |Φjk| , µkj(t) = π2 (sgn(Φ(j−1)k)−sgn(Φjk)) et dkj(t) = Log |Φjk|+Log(̺k )−
ζkωkt. Le premier et le second indicateurs, respectivement fkj(t) et rkj(t), de´signent la fre´quence instantane´e et
le “mode” instantane´ (avec une amplitude positive) associe´s a` la ke`me composante. Ils sont constants dans le cas
line´aire avec amortissement proportionnel, fkj(t)de´signant alors la ke`me pseudo-fre´quence propre. Le troisie`me
et le quatrie`me indicateurs respectivement µkj(t) et dkj(t) caracte´risent la dissipation d’e´nergie suivant la
ke`me composante : µkj(t) caracte´rise la dissipation d’e´nergie entre deux points de la structure j et j − 1 et
dkj(t) la de´croissance globale de l’e´nergie dans la re´ponse transitoire de la ke`me composante. Dans le cas d’un
syste`me line´aire a` plusieurs degre´s de liberte´ avec amortissement visqueux proportionnel, µkj(t) est constant
et redonne le signe de l’amplitude du mode et dkj(t) s’e´crit sous la forme d’une droite. La de´viation de ces
indicateurs par rapport au comportement line´aire avec amortissemment proportionnel permet de de´tecter, de
caracte´riser et de localiser (si non-line´arite´ locale) les effets non-line´aires. Sur les donne´es de la poutre de Lie`ge,
le comportement non line´aire de type Duffing est mis en e´vidence. Ainsi, la composante correspondant au sur-
harmonique d’ordre 3 est nettement visible et le rapport de la fre´quence instantane´e de cette composante sur
celle de la composante fondamentale est pratiquement constante et e´gale a` 3. De plus, on a calcule´ l’expression
de l’approximation au premier ordre (me´thode KBM(16)) de la fre´quence et de l’amplitude instantane´es des
vibrations libres d’un oscillateur non line´aire avec une non-line´arite´ de type Duffing et un faible amortissement
visqueux. On conside`re donc l’e´quation diffe´rentielle suivante : u¨(t) + ω2u = −ε [f1(u˙) + ψ1(u)] qui re´git les
vibrations d’un oscillateur faiblement non line´aire et faiblement dissipatif. Dans le cas pre´sent, nous avons :
ψ1(u) = β
ω3
h u
3 , f1(u˙) = 2ωu˙ et ε =
h
ω (avec les notations usuelles ε = ζ taux d’amortissement “faible”).
Dans l’approximation du premier ordre par la me´thode de Krylov et Bogolyubov(17), on suppose que la solution
au premier ordre se met sous la forme d’un signal module´ en amplitude et en phase : u1(t) = a(t) cos(α(t))
avec a(t) = a0 e
−ht et α(t) = α0 + ωt + β 316hωa
2
0
(
1− e−2ht) ou` a(0) = a0 et α(0) = α0 (18). On obtient
ainsi l’expression de la premie`re fre´quence instantane´e en fonction de l’amplitude instantane´e sous forme d’une
parabole. A partir des donne´es extraites de la TOC des signaux transitoires mesure´s avec une ondelette me`re
de Cauchy, on obtient la permie`re fre´quence instantane´e du syste`me en fonction de l’amplitude instantane´e.
A partir de cette fre´quence et de son expression obtenue par la me´thode KBM, on identifie les parame`tres de
l’oscillateur non line´aire avec une non-line´arite´ cubique. Finalement, l’erreur relative en norme L2 sur l’e´volution
temporelle de la fre´quence instantane´e a e´te´ calcule´e ; elle est faible, de l’ordre de 10−3. En conclusion, pour
la premie`re fre´quence de re´sonance, le mode`le avec un faible amortissement visqueux et une non line´arite´ en
de´placement de type cubique semble bien convenir.
Production re´alise´e
– 2 articles dans des revues a` comite´ de lecture :
– 2 dans Mechanical Systems and Signal Processing, 2003 [ARTI9] et [ARTI10]
– 2 publications dans colloque avec actes :
– 1 a` l’Euromech 437, Prague, 2002 [CONF42]
– 1 au 16e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique, Nice, 2003 [CONF44]
– 1 rapport de mission :
– 1 mission a` l’Universite´ de Lie`ge, 2001 [RAPP8]
16La me´thode Krylov Bogoliubov Mitropolsky (KBM) est base´e sur la me´thode de la variation des constantes pour les e´quations
diffe´rentielles faiblement non line´aires. Elle est applique´e ici au cas des vibrations libres d’un oscillateur non line´aire : la re´ponse
est choisie sous la forme d’un signal module´ en amplitude et en phase a(t)cos(ωt+ ϕ(t)) avec l’amplitude a(t) et la phase ϕ(t) qui
varie “lentement”.
17Voici les formules donnant l’approximation au premier ordre par la me´thode de Krylov et Bogolyubov : u1(t) = a(t) cos(α(t))
avec lorsque t0 = 0 , a(0) = a0 et α(0) = α0.
t(a) = t0 +
1
ε
R a
a0
da
A1(a)
= 1
ε
R a
a0
da
A1(a)
α(t) = α0 + ω(t− t0) + ε
R t
t0
B1(a) dt = α0 + ωt+ ε
R t
0 B1(a) dt
A1(a) =
1
2πω
R 2π
0 f1(−ωa sin(α)) sin(α) dα ne de´pend que de f1.
B1(a) =
1
2πω a
R 2π
0 ψ1(a cos(α)) cos(α) dα ne de´pend que de ψ1.
18A1(a) =
1
2πω
R 2π
0 f1(−ωa sin(α)) sin(α) dα = −2ω
2a
2πω
R 2π
0 sin
2(α) dα
A1(a) = −ω a et finalement t(a) = − 1ωε
R a
a0
da
A1(a)
= − 1
h
Ln
“
a
a0
”
. D’ou` a(t) = a0 e−ht.
et encore :
ψ1(a cos(α)) = β
ω3a3
4h
(cos(3α) + 3 cos(α))
B1(a) =
1
2πω a
β ω
3a3
4h
R 2π
0 (cos(3α) + 3 cos(α)) cos(α) dα = β
3
8h
ω2a2 avec a(t) = a0 e−ht
B1(a) = β
3
8h
ω2a20 e
−2ht
α(t) = α0 + ωt+ ε
R t
0 B1(a) dt = α0 + ωt+ β
3
8
ωa20
R t
0 e
−2ht dt
= α0 + ωt+ β
3
16h
ωa20
`
1− e−2ht´
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B Comportement et Vulne´rabilite´ des baˆtiments courants
Le travail de recherche sur les me´thodes d’identification modale effectue´ pendant ma the`se a trouve´ une
application de`s 1989 dans l’e´tude des re´ponses acce´le´rome´triques de baˆtiments re´els californiens soumis a` des
se´ismes(19). Ces re´ponses ont e´te´ re´cupe´re´es d’un programme de mesures californien(20). Ce fut le point de
de´part d’une activite´ de recherche qui se poursuit jusqu’a` pre´sent avec des pe´riodes plus ou moins productives
d’un point de vue scientifique.
On peut diviser le travail effectue´ en cinq parties : la premie`re partie est consacre´e a` l’identification dynamique
du comportement line´aire de baˆtiments, la seconde traite brie`vement de la de´tection, de la caracte´risation et
l’identification des effets non-line´aires, la troisie`me s’inte´resse a` la mode´lisation du phe´nome`ne de torsion dans le
comportement de baˆtiments, la quatrie`me pre´sente quelques re´flexions sur les spectres de re´ponse et le coefficient
de comportement, la dernie`re partie ouvre quelques perspectives sur l’interaction site-ville et ale´a sismique en
milieu urbain.
B.1 Identification line´aire du comportement sismique de baˆtiments
Lorsque les structures de ge´nie civil sont soumises a` de faibles niveaux d’excitation, tels que le vent ou les
micro-se´ismes, leur comportement reste voisin du comportement line´aire et elles ne subissent pas de de´terioration
de telle sorte que le proble`me a` re´soudre est de type stationnaire. Nous(21) avons donc mis au point un algo-
rithme d’identification des parame`tres modaux d’un mode`le de comportement line´aire plan du baˆtiment avec
amortissement (visqueux ou hyste´re´tique) de´couple´ suivant l’hypothe`se de Basile.
La me´thode d’identification line´aire permet d’estimer a` partir des acce´le´rogrammes, les fre´quences et modes
propres ainsi que les facteurs de participation ( par exemple en flexion ou en torsion) du baˆtiment e´tudie´. Elle
est base´e sur la minimisation au sens des moindres carre´s de la somme sur tous les points d’instrumentation des
diffe´rences entre les re´ponses temporelles ou fre´quentielles du mode`le line´aire et celles mesure´es en structure.
(cf. the`se de Hamid Afra(22)). Cette me´thode a e´te´ applique´e sur 25 cas de baˆtiments en domaine temporel et
sur 13 cas en domaine fre´quentiel. Les principaux re´sultats de cette recherche sont :
1. Les valeurs des coefficients d’amortissement visqueux sont, en ge´ne´ral, disperse´es entre 4% pour les struc-
tures me´talliques et 8% pour les structures en be´ton arme´. L’amortissement pour ces baˆtiments reste
faible et on ve´rifie bien que les deux mode`les avec amortissement visqueux et hyste´re´tique donnent le
meˆme comportement. La valeur du coefficient d’amortissement hyste´re´tique vaut deux fois celle du coef-
ficient d’amortissement visqueux.
2. La pre´cision d’identification des fre´quences de vibration est excellente ( incertitude = 0.4% pour la
fre´quence fondamentale ), mais elle est moins bonne pour les coefficients d’amortissement ( incertitude =
13% ).
3. Pour les baˆtiments “re´guliers”, la re´ponse au niveau du toit est fortement domine´e par sa composante
fondamentale. Quant aux baˆtiments de grande hauteur ( fre´quence fondamentale infe´rieure a` 1 Hz), les
modes supe´rieurs pre´sentent une contribution significative dans la re´ponse.
De plus, la comparaison de l’ensemble des re´sultats obtenus avec ceux pre´dits par les re`glements parasismiques
ame´ricains nous permet de faire les remarques suivantes :
1. La pe´riode fondamentale de vibration de´pend principalement de la hauteur et du syste`me de contrevente-
ment ( portiques ou voiles porteurs ) du baˆtiment, et non du type de mate´riau utilise´ ou de ses dimensions
horizontales.
2. Les formules re´glementaires UBC et ATC fournissent en ge´ne´ral une valeur de la pe´riode fondamentale
de vibration infe´rieure a` celle de la pe´riode identifie´e, ce qui permet de garantir une marge de se´curite´
19Cette recherche s’est inscrite depuis 1990 et jusqu’en 1995 au sein de la recherche du Laboratoire central des Ponts et Chausse´es
dans le the`me de recherche GE011 : Etude des actions sismiques et de leurs effets sur les structures de Ge´nie Civil dont le charge´
de the`me e´tait Pierre-Yves Bard. Ce the`me comprenait plusieurs sujets de recherche dont le sujet 131032 intitule´ Comportement
et Vulne´rabilite´ des baˆtiments courants auquel mon travail de recherche e´tait rattache´. Pierre-Yves Bard e´tait aussi le responsable
du sujet jusqu’en 1992 ; je lui ai succe´de´ de 1993 a` 1995.
20Le programme de mesures est le C.S.M.I.P : Californian Strong Motion Instrumentation Program.
21Cette e´tude a e´te´ re´alise´e en collaboration avec Hamid Afra qui apre`s avoir effectue´ son stage de DEA sous ma direction, a
de´marre´ sous mon encadrement (M. Bernard Halphen e´tant le directeur de the`se), une the`se en octobre 1988 sur les me´thodes
d’identification du comportement sismique de baˆtiments a` partir de leurs re´ponses acce´le´rome´triques.
22H. Afra : “ Identification du comportement sismique de baˆtiments a` partir de leurs re´ponses acce´le´rome´triques” the`se de
doctorat de l’E.N.P.C.soutenue le 30/09/91 a` l’ENPC.
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suffisante. Pourtant, dans certains cas, les pe´riodes re´glementaires sont supe´rieures aux pe´riodes identifie´es
a` partir des donne´es re´elles ; cela entraˆıne une sous-estimation du coefficient d’amplification dynamique
et par suite, une sous-estimation, dans le sens de l’inse´curite´, de la force sismique de dimensionnement.
De plus, le calcul sismique par spectre de re´ponse donne de bons re´sultats a` condition que les pe´riodes de
vibration soient bien estime´es.
3. Des non line´arite´s de comportement ont e´te´ observe´es sur des baˆtiments en be´ton arme´ soumis a` des
se´ismes de forte intensite´.
4. La part des mouvements de torsion est relativement importante dans les re´ponses de certains baˆtiments
auquel cas, l’hypothe`se du mode`le line´aire plan n’est plus valable.
En conclusion, la me´thode d’identification ainsi de´veloppe´e nous permet de pre´dire de fac¸on correcte les re´ponses
des baˆtiments e´tudie´s ou d’un baˆtiment futur, semblable a` ceux-la`, a` une e´ventuelle excitation sismique. De
plus, au moyen d’une instrumentation sur le baˆtiment que l’on veut e´tudier, cette me´thode permet de controˆler
les constructions existantes et de les conforter si ne´cessaire. L’identification des caracte´ristiques modales permet
aussi la ve´rification de l’accord entre les valeurs des parame`tres identifie´s a` partir d’essais re´els et celles fournies
par les re`glements pour la conception et le dimensionnement. Les re´sultats obtenus ( pe´riodes fondamentales,
spectre de re´ponse ) ont donc e´te´ compare´s avec ceux pre´dits par les re`glements parasismiques ame´ricains en
vigueur. Enfin, cette me´thode peut eˆtre applique´e a` d’autres ouvrages de ge´nie civil ( barrages, ponts, ...) pour
de´terminer leurs caracte´ristiques dynamiques ; elle peut aussi s’appliquer et s’adapter a` d’autres fins que le ge´nie
parasismique.
Cependant, l’e´tude de la re´ponse d’une structure a` un se´isme re´el fort ( qui induit des charges dynamiques
importantes) ne´cessite normalement de choisir un mode`le faisant intervenir des caracte´ristiques non line´aires
et variant dans le temps. Le mode`le line´aire plan utilise´ pour l’identification du comportement sismique de
baˆtiments s’est re´ve´le´ insuffisant pour repre´senter correctement la re´ponse de certains baˆtiments ayant enregistre´
de forts niveaux d’acce´le´ration ; ceci s’expliquant par plusieurs phe´nome`nes que le mode`le pre´ce´demment utilise´
ne peut pas prendre en compte : les non-line´arite´s, la torsion, l’interaction sol-structures.
Production re´alise´e
– 1 participation a` un ouvrage collectif 1992 [LIVR1].
– 1 article aux Annales des Ponts et Chausse´es 1990 [ARTI1].
– 3 publications dans colloque avec actes :
– 1 a` 9th European conference on earthquake engineering, Moscou 1990 [CONF8].
– 1 a` l’Int. workshop on seismology and earthquake engineering, Mexico 1991 [CONF9].
– 1 a` l’Euromech first European solids mechanics conference, Munich 1991 [CONF9].
B.2 De´tection, caracte´risation et identification des non-line´arite´s
Le travail a donc e´te´ consacre´ dans une e´tape suivante, a` la de´tection, la caracte´risation et l’identification
des non-line´arite´s. Nous avons d’abord trie´ les baˆtiments pour lesquels les effets non-line´aires ne peuvent plus
eˆtre ne´glige´s ; ce choix a e´te´ confirme´ par la de´tection d’effets non line´aires dans les acce´le´rations temporelles
de ces baˆtiments a` l’aide d’une repre´sentation non parame´trique par les se´ries de Wiener. Puis, nous avons
caracte´rise´ l’e´volution temporelle des fre´quences propres au cours du se´isme a` l’aide d’une analyse modale
sur feneˆtres temporelles mobiles. De plus, pour certains baˆtiments, nous avons observe´ une de´gradation de
la rigidite´ a` l’aide du nouveau parame`tre de rigidite´ effective. Un mode`le d’endommagement forme´ d’e´le´ments
e´lasto-plastiques qui cassent les uns apre`s les autres a e´te´ ensuite identifie´. Une repre´sentation des forces internes
par les polynoˆmes de Chebyschev a e´te´ e´galement e´tudie´e.
Plus re´cemment, la proce´dure d’identification fonde´e sur le calcul de la TOC avec une ondelette me`re de Cauchy
et pre´sente´e ci-dessus(23), a e´te´ applique´e aux re´ponses acce´le´rome´triques de deux baˆtiments soumis a` des chocs
non destructifs. Le premier baˆtiment teste´ (B1), construit en 1970 a sept e´tages (30 m long, 14 m large et
22 m haut) ; il est constitue´ de murs de contreventement en be´ton et de planchers de be´ton arme´. Le second
baˆtiment (B2) est de quatre e´tages (20 m long, 10 m large et 14 m haut). Il a e´te´ construit en 1965, est
fait de parpaings en mac¸onnerie et de planchers en be´ton arme´. Ce dernier fait partie d’une se´rie de trois
baˆtiments semblables accole´s. Des essais non destructifs re´alise´s au Laboratoire Ge´omate´riaux de l’ENTPE(24)
23cf. page 93.
24Ces essais ont e´te´ re´alise´s dans le cadre du projet : “Approche de la Vulne´rabilite´ sismique par l’e´tude du comportement des
baˆtiments re´els (C. Boutin, S. Hans, I. Erdin, M. Loriot 1999 Rapport de recherches - Contrat de plan Etat-Re´gion Risque sismique.
ENTPE - De´partement Ge´nie Civil et Baˆtiment (DGCB)). Le but de ce projet est d’ame´liorer l’estimation du risque sismique en
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B1 B1 B1 B1 B2 B2 B2 B2
long long trans trans long long trans trans
TOC TF TOC TF TOC TF TOC TF
1er fre´q.
(Hz) 4.25 4.24 4.53 4.58 5.30 5.20 5.30 5.15
mode amort.
% 3.1 3.5 3.2 3 8 5.5 8 5.3
2e`me fre´q.
(Hz) 13.3 13.1 - - 6.1 6.1 6.1 6.0
mode amort.
% 3.3 4 7.8 7.8
Tab. 4.2 Caracte´ristiques modales des 2 baˆtiments B1 et B2 (directions longitudinale et transverse) - TOC : transformation
en ondelettes continue et TF : transformation de Fourier.
sont mene´s au moyen d’une pelleteuse me´canique qui vient frapper la fac¸ade des baˆtiments. Les vibrations libres
des baˆtiments apre`s le choc sont mesure´es a` l’aide d’acce´le´rome`tres place´s au niveau des e´tages du baˆtiment
teste´ sur un intervalle d’environ 5 a` 6 secondes. Au vu du faible niveau d’acce´le´ration de l’ordre de 10−2 g, le
comportement de la structure reste dans le domaine quasi-e´lastique. Pour le calcul nume´rique de la TOC, on
tient de l’effet de bord qui a e´te´ e´tudie´ au chapitre pre´ce´dent(25) ; d’ailleurs on note que sur la partie droite du
signal (fin de l’enregistrement), le rapport signal/bruit (26) limite la validite´ de la me´thode (ce qui constitue une
raison supple´mentaire de prendre en compte l’effet de bord). On prend comme facteur de qualite´(27) Q = 7.09
(n = 100) pour le premier baˆtiment et Q = 22.37 (n = 1000) qui montre des fre´quences propres proches.
A partir des areˆtes extraites a` partir du module ou de la phase de TOC, la proce´dure d’identification semblable
a` celle employe´e pour les vibrations de la poutre avec une non-line´arite´ locale (cf. A.4) a e´te´ utilise´e et nous a
permis d’estimer les caracte´ristiques modales (fre´quence propre, taux d’amortissement et forme modale) pour les
deux premiers modes (les modes plus e´leve´s ne sont pas accessibles a` cause du pas d’e´chantillonnage insuffisant
des enregistrements). Les re´sultats sont donne´s dans la tableau 4.2 et sont compare´s a` ceux obtenus par des
me´thodes traditionnelles utilisant la transformation de Fourier (peak picking, largeur de bande).
On note que pour le baˆtiment 1 (B1), les oscillations dans les directions longitudinales et transverses semblent
comple`tement inde´pendantes. Par contre, pour le baˆtiment 2 (B2), on note la meˆme fre´quence dans les deux
directions. Cela sugge`re un mode de torsion qui peut eˆtre explique´ par la pre´sence du baˆtiment accole´, entraˆınant
une cine´matique avec eccentricite´. C’est le cas de l’interaction structure-structure.
Pour l’amortissement modal, on note une diffe´rence importante pour les deux baˆtiments (B1 : 3% et B2 : 6−8%) ;
ce peut eˆtre explique´ par la transmission de l’e´nergie du choc dans les baˆtiments voisins. Ce phe´nome`ne entraˆıne
une rapide de´croissance de l’amplitude des signaux, duˆe aux pertes d’e´nergie par interfe´rence.
Le traitement par la TOC met syste´matiquement en e´vidence une le´ge`re de´croissance des fre´quences instantane´es
de quelques pourcents. Ces variations peuvent eˆtre comprises par des effets de comportement faiblement non
line´aire. Le trace´ du carre´ de la pulsation propre(28) instantane´e en fonction du de´placement au toit montre une
de´croissance quasi-line´aire qui peut eˆtre interpre´te´e comme une variation de la rigidite´ globale de la structure et
de l’interaction sol-structure en fonction d’un niveau de de´formation et plus pre´cise´ment d’un radoucissement
lors de l’augmentation du niveau de l’excitation. Ce phe´nome`ne est en accord avec le comportement classique
des ge´o-mate´riaux ; les variations de la fre´quence demeurent faibles mais ce phe´nome`ne a de´ja` e´te´ remarque´
avec des essais harmoniques.
Production re´alise´e
– 1 rapport de stage d’un e´tudiant italien (tesi di laurea) Fausto Conti 1999.
environnement urbain. Il est base´ sur des essais non destructifs sur des baˆtiments modernes construits entre les anne´es 1955 et
1975 qui abritent environ le tiers des logements en France. Les expe´riences ont e´te´ re´alise´es par l’e´quipe de Claude Boutin, sur des
baˆtiments de´saffecte´s, avant et en cours de de´molition. Une large campagne expe´rimentale associant des mesures en bruit de fond,
en vibrations force´es et sous chocs a e´te´ mene´e.
25cf. paragraphe B.4.1.
26Les mesures sont bruite´es a` cause de perturbations e´lectriques ou me´caniques. On estime a` 10−4 g la valeur moyenne du bruit.
27On rappelle que : Q = 0.5
√
2n+ 1.
28Dans les mode`les de poutre habituellement utilise´s pour la mode´lisation simplifie´e des baˆtiments, le carre´ des pulsations propres
est proportionnel a` la rigidite´ effective du mode`le.
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– 1 article dans les annales de l’ITBTP, 1995 [ARTI5].
– 6 publications dans colloque avec actes dont :
– 2 au 10e`me congre`s Franc¸ais de Me´canique, Paris, 1991 [CONF10] et [CONF11].
– 1 a` 10th European conference on earthquake engineering, Madrid, 1992 [CONF14].
– 1 au 3e`me colloque national de ge´nie parasismique, St Re´mi-les-Chevreuses, 1993 [CONF16].
– 1 a` la COST F3 Conference “System Identification and Structural Health Monitoring” Madrid, 2000
[CONF34].
– 1 au 5e`me Colloque National en Calcul des Structures,Giens, 2001[CONF36].
B.3 Mode´lisation du phe´nome`ne de torsion dans le comportement de baˆtiments
Lorsque les structures des baˆtiments pre´sentent des dissyme´tries de re´partition de masse et/ou des dis-
syme´tries d’ordre architectural ( irre´gularite´s en plan et/ou de´crochements en e´le´vation), les effets des mouve-
ments de torsion deviennent importants et ne peuvent plus eˆtre ne´glige´s.
La premie`re phase de cette recherche a e´te´ consacre´e a` tenter de re´pondre a` la question suivante :
“Comment peut-on mode´liser la torsion dans un baˆtiment ?”.
Avant de s’inte´resser a` la torsion dans un baˆtiment dans sa totalite´, nous nous sommes consacre´s a` la torsion
des poutres(29). Nous avons donc cherche´ a` re´pondre a` la question suivante :
“Comment peut-on mode´liser la torsion dans une poutre ?”.
Le mode`le de torsion des poutres le plus utilise´ (par exemple dans les codes Ele´ments Finis) est le mode`le de
torsion pure ou uniforme de Saint-Venant(30). L’e´tat de contraintes est un e´tat de cisaillement simple et la
torsion pure s’accompagne d’un gauchissement des sections. L’e´quation aux de´rive´es partielles re´gissant l’angle
de torsion θ(x, t) en vibrations libres, pour une poutre selon Saint-Venant est :
Iθ
∂2θ
∂t2
=
∂
∂x
(
GI
∂θ
∂x
)
ou` Iθ est l’inertie de masse par unite´ de longueur, G le module de Coulomb ou de torsion, I est la constante de
torsion qui s’exprime a` l’aide de la fonction de contraintes.
Il est a` remarquer que les e´quations de la torsion et du mouvement longitudinal sont du meˆme type. Dans
la re´alite´, les poutres sont relie´es entre elles et/ou a` d’autres e´le´ments et sont ainsi empeˆche´es de gauchir.
Timoshenko(31) affirme que dans le cas des barres de section pleine, l’impossibilite´ de gauchissement a une
influence ne´gligeable sur l’angle de torsion si les dimensions transversales de la poutre sont faibles par rapport
a` sa longueur.
Un autre the´orie pour la prise en compte de la torsion dans les poutres est l’analyse de la torsion geˆne´e par
Vlasov. Elle permet de de´finir en plus des grandeurs habituelles comme l’effort normal, les moments fle´chissants,
· · · , une nouvelle grandeur statique ou bimoment(32) B correspondant au gauchissement de la section. On a :
B =
∫
Σ
σδdS
ou` δ repre´sente la surface sectorielle.
Le couple de torsion applique´ au syste`me s’e´crit alors comme la somme du couple de torsion associe´ a` la flexion
pure et du moment de torsion fle´chie
M = GI
∂θ
∂x
− EJδ ∂
3θ
∂x3
29Une poutre est le solide engendre´ par une aire plane Σ , borne´e dont le centre d’inertie G de´crit une courbe (C) dans l’espace ;
le plan contenant l’aire Σ restant normal a` la courbe (C). L’axe Gx est tangent a` la fibre moyenne.
30Le proble`me re´solu par Saint-Venant, en 1858, a` l’aide de l’e´lasticite´ line´aire, est celui de l’e´quilibre d’un cylindre de ge´ne´ratrices
paralle`les a` un axe Ox, qui n’est charge´ que sur ses bases. La solution du proble`me de Saint-Venant est fonde´e sur deux principes :
(1) le principe de Saint-Venant (lie´ a` l’e´lancement de la poutre) qui e´nonce que les contraintes et par suite les de´formations dans
une zone suffisamment e´loigne´e des points d’application d’un syste`me de forces ne de´pendent que des e´le´ments de re´duction du
torseur constitue´ par ces forces.
(2) le principe de Navier Bernoulli ge´ne´ralise´ qui e´nonce que deux sections infiniment voisines de la poutre deviennent apre`s
de´formation, deux sections infiniment voisines, ge´ne´ralement gauches. Ces sections sont superposables par de´placement.
31S.P. Timoshenko, 1968. Re´sistance des mate´riaux, Tomes I et II, Dunod.
32contrairement a` un moment, le bimoment repre´sente une force ge´ne´ralise´e e´quilibre´e, c’est-a`-dire une force statiquement
e´quivalente a` ze´ro.
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ou` Jδ de´signe l’inertie sectorielle : Jδ =
∫
Σ
δ2dS.
On peut remarquer que la repre´sentation mathe´matique de la torsion faite par Vlasov est analogue a` la the´orie
de la flexion des poutres.
L’e´quation des vibrations libres de torsion pour une poutre selon Vlasov est :
Iθ
∂2θ
∂t2
=
∂
∂x
(
GI
∂θ
∂x
− EJδ ∂
3θ
∂x3
)
Nous nous sommes ensuite inte´resse´s aux diffe´rentes mode´lisations pouvant prendre en compte les effets duˆs a`
la torsion dans le comportement sismique de baˆtiments. Les mode`les par ordre croissant de raffinement sont :
– Le mode`le brochette avec masses excentre´es
– Les mode`les plans
– Le mode`le “manivelle” propose´ par Jean-Pierre Touret(33)
– Les mode`les par matrice de transfert
– Le mode`le Ele´ments Finis tridimensionnels
Parmi les mode`les par matrice de transfert, nous avons mis au point un mode`le original constitue´ par la
succession de planchers assimile´s a` des solides rigides et a` des e´le´ments de contreventements de type poteau
ou voile entre deux planchers conse´cutifs assimile´es en premie`re approximation a` des liaisons e´lastiques de type
poutre. Ce mode`le est appele´ mode`le “brochette de solides rigides” et sous forme abre´ge´ BSR. Les hypothe`ses
du mode`le BSR sont :
– Les centres de gravite´ des planchers ne sont pas ne´cessairement aligne´s.
– Les axes principaux d’inertie des planchers ne sont pas ne´cessairement paralle`les.
– Les planchers peuvent se de´placer avec les six degre´s de liberte´ de l’espace (trois translations et trois
rotations).
– Les forces d’inertie gyroscopiques peuvent ne pas eˆtre ne´glige´es.
– Toutes les sollicitations des e´le´ments de liaison peuvent eˆtre conside´re´es.
Cette recherche a fait l’objet d’un contrat de recherche entre EDF-SEPTEN a` Lyon et le CNRS (LCPC) (34).
Les e´quations de la dynamique de ce mode`le ont e´te´ e´crites a` l’aide du formalisme de la the´orie des groupes
de Lie. Au lieu d’utiliser l’approche “classique” qui ope`re sur des vecteurs (vecteur de´placement, vitesse ou
acce´le´ration d’un point du solide rigide), nous avons choisi de travailler sur les de´placements du corps rigide
eux-meˆmes qui sont de´crits par des applications affines conservant les distances et l’orientation. Ces applications
forment un groupe de Lie(35). La difficulte´ est alors d’e´crire le principe fondamental de la dynamique du solide
rigide en particulier de de´river une application (dans un groupe) par rapport au temps.
Le principe fondamental de la dynamique pour un solide rigide s’e´crit :∑
F ext = m
dv
dt
+
[
v,mv
]
ou` le crochet de Lie
[
v,Mv
](36) de´crit les moments des forces de Coriolis et les couples gyroscopiques ; v est le
vecteur vitesse de dimension (6 × 1) , F ext est le vecteur des efforts globaux applique´s au solide(37) et M est
une matrice de “masse”(38) de dimension (6× 6).
Dans l’hypothe`se ou` le de´placement total du solide Si repre´sentant le plancher i s’exprime comme la somme du
de´placement propre par rapport au sol et du de´placement du sol ug(t), on obtient pour un mode`le de N e´tages,
N e´quations hexadimensionnelles qui peuvent se mettre sous la forme condense´e suivante :
M
d2X
dt2
+
[
dX
dt
,M
dX
dt
]
+ C
dX
dt
+ KX = −M ˜¨ug
33Jean-Pierre Touret 1989, Mode´lisation des baˆtiments dissyme´triques Actes du Colloque AFPS “ Ge´nie parasismique et aspects
vibratoires dans le ge´nie civil, Tome I.
34Ce contrat a permis l’embauche sur 15 mois d’un inge´nieur de recherche (I. Alame´) pour travailler sur “le mouvement de torsion
dans les baˆtiments soumis aux se´ismes” (cf rapports du contrat EDF/LCPC/CNRS).
35Un groupe de Lie est un groupe muni d’une structure diffe´rentielle compatible avec la loi de composition interne de deux
applications.
36Le crochet de Lie [x, y] de deux champs x et y qui ont pour vecteur invariant respectivement ωx et ωy, est de´fini par :
[x, y] = ωx ∧ y − ωy ∧ x.
37Ce vecteur comprend les composantes des forces et des moments de ces forces dans les trois directions.
38Dans cette mode´lisation, la matrice de “masse” d’un corps rigide regroupe dans une meˆme matrice, la masse, le tenseur d’inertie
et centre d’inertie du corps.
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nume´ro Nature Fre´quence Fre´quence
du mode du mode BSR (Hz) CASTEM (Hz)
1 1er mode de flexion en y 17.63 15.82
2 1er mode de flexion en x 28.20 23.49
3 Mode couple´ flexion en x, 28.20 23.49
flexion en y, torsion autour de z
4 2e mode de flexion en y 47.16 44.46
Tab. 4.3 Fre´quences propres pour le baˆtiment obtenues pour les deux mode´lisations BSR et CASTEM2000
ou` X est un vecteur 6N × 1 forme´ des de´placements Xi(i∈[1,N ]) des N planchers. K et C sont respective-
ment les matrices de rigidite´ et d’amortissement visqueux de dimension . Chaque Xi comprend trois transla-
tions respectivement uix , u
i
y et u
i
z ainsi que trois rotations ω
i
x, ω
i
y et ω
i
z regroupe´es sous la forme suivante :
Xi =
t
(
uix, u
i
y, ω
i
z, u
i
z, ω
i
x, ω
i
y
)
afin d’obtenir des matrices de masse et de rigidite´ syme´triques. ˜¨ug de´signe le
vecteur 6N × 1 e´gale a` : t (tu¨g,t u¨g, ...,t u¨g) ou` u¨g est l’acce´re´lation au niveau du sol de dimension (6 × 1).
L’expression des matrices M et K est donne´e dans l’article [CONF21].
Pendant 1995, les e´quations du mode`le du comportement dynamique d’un baˆtiment par matrices de transfert,
utilisant le formalisme des groupes de Lie, ont e´te´ entie`rement revues et reformule´es avec la possibilite´ d’intro-
duire de forces d’excitation a` la base du baˆtiment (en particulier des forces d’origine sismique).
Des tests nume´riques sur des cas simples de baˆtiments mettant en e´vidence des effets duˆs a` la torsion ont e´te´
mene´s. En particulier, un baˆtiment de forme rectangulaire, constitue´ de quatre planchers identiques, de voiles
pe´riphe´riques, d’un voile central et suivant les e´tages de voiles secondaires propose´ par EDF a e´te´ mode´lise´.
Les e´paisseurs des voiles et des planchers sont celles habituellement rencontre´es dans les centrales nucle´aires.
Les fre´quences propres du mode`le BSR pour ce baˆtiment sont donne´es dans le tableau suivant 4.3 ou` elles sont
compare´es a` celles obtenues par le code de calcul Ele´ments Finis CASTEM 2000.
Les fre´quences pour la mode´lisation BSR varient d’environ 17 Hz a` 311 Hz. Elles sont tre`s e´leve´es mais elles
correpondent a` ce type de baˆtiment tre`s raide. L’e´tape suivante a e´te´ de rechercher la re´ponse du mode`le BSR a`
un se´isme particulier (par exemple le se´isme de Morgan Hill en 1984). On dispose de l’enregistrement nume´rise´
en acce´le´ration et en vitesse a` la base du baˆtiment. La me´thode nume´rique utilise´e (Runge-Kutta) pour re´soudre
les e´quations diffe´rentielles a ne´cessite´ des pas de temps tre`s “petits” (≤ 10−6). Les fre´quences correspondant
aux modes verticaux sont tre`s largement supe´rieures aux autres fre´quences ; ce qui explique que les mode`les par
matrices de transfert se contentent gn´e´ralement de trois degre´s de liberte´, ne faisant pas apparaˆıtre ce mode
de traction-compression, peu excite´ en ge´ne´ral, par un se´isme. Une autre explication envisage´e serait que l’on
se heurte a` la re´solution d’e´quations diffe´rentielles raides(39) qui provoquent des instabilite´s nume´riques pour
les me´thodes explicites comme la me´thode de Runge-Kutta. On propose de re´soudre ces e´quations par une
me´thode de pre´diction-correction : la pre´diction se faisant par une me´thode explicite d’Adams-Bashforth qui
est fortement stable et la correction par une me´thode implicite d’Adams-Moulton, fortement stable.
Une autre direction a e´te´ de mode´liser l’interaction sol-fondation. La technique utilise´e a e´te´ la me´thode classique
des impe´dances, c’est-a`-dire des raideurs et des amortisseurs de sol. Plusieurs types de sols ont e´te´ envisage´s :
l’argile, le sable et le granit. L’analyse du mode`le BSR avec l’interaction sol-fondation pour un milieu semi-infini
homoge`ne contribue comme l’on s’y attend, a` diminuer les fre´quences. De plus la forme des modes est modifie´e.
Les effets de torsion et de roulis sont augmente´s lors de la prise en compte de l’interaction sol-fondation.
Production re´alise´e
– 3 rapports de contrat EDF (I et II) 1992 et (III) 1993.
– 1 rapport de DEA de Karine Cheval 1995.
– 1 rapport de stage d’option (Ecole Polytechnique) de Nirina Ramambasoa 1996.
– 3 publications dans colloque avec actes dont :
– 1 au congre`s international StruCoMe, Paris, 1992 [CONF15]
– 1 au 3e`me colloque de ge´nie parasismique, St Re´mi-les-Chevreuses, 1993, [CONF17]
– 1 a` 10th European conference on earthquake engineering, Vienne, 1994, [CONF21]
39Les e´quations diffe´rentielles raides sont des e´quations qui contiennent simultane´ment des valeurs propres de taille tre`s diffe´rentes.
Elles repre´sentent a` la fois des mouvements lents et des mouvements rapides
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B.4 Les spectres de re´ponse et le coefficient de comportement
La cre´ation de codes parasismiques europe´ens (EUROCODE 8) et le souci actuel de reformulation des codes
nationaux (anciennement Re`gles parasismiques AFPS 69) m’ont conduit a` m’interroger sur des notions propres
au ge´nie parasismique a` savoir le coefficient de ductilite´, les spectres de re´ponse e´lastique et ine´lastique et
enfin le coefficient de comportement. Ces notions permettent le dimensionnement des structures. En ge´ne´ral,
ce dimensionnement est calcule´ a` partir d’une re´ponse purement e´lastique du baˆtiment soumis a` un se´isme
d’intensite´ connue. Dans la pratique, ces normes s’ave`rent suffisantes pour assurer la se´curite´ des baˆtiments et
des ouvrages d’art, mais ne rendent pas compte de la re´alite´. On a pu remarquer, en effet, que la plupart des
structures dimensionne´es a` partir des codes de calcul parasismique line´aire subissait des dommages beaucoup
moins importants que ceux pre´vus par les codes. Ceci s’explique par l’existence de phe´nome`nes non line´aires lors
du me´canisme d’absorption de l’e´nergie fournie par le sol a` la structure durant le se´isme. En effet, l’apparition de
de´formations ine´lastiques ne´cessite le stockage d’une e´nergie tre`s importante au sein de la structure. La structure
du ge´nie civil est donc en mesure d’absorber davantage d’e´nergie lorsqu’elle ne re´pond plus de manie`re e´lastique
a` la secousse sismique. La prise en compte des phe´nome`nes non line´aires, dans la re´ponse d’une structure soumise
a` un se´isme, doit permettre d’e´laborer une nouvelle re´glementation moins stricte, pour le dimensionnement des
ouvrages du ge´nie civil. Je me suis donc inte´resse´ a` la dissipation d’e´nergie ; plus pre´cise´ment a` la mode´lisation
des effets hyste´re´tiques et d’endommagement dans le comportement dynamique a` l’e´chelle de la structure totale
(taille re´elle du baˆtiment) et non a` l’e´chelle du mate´riau (taille d’une e´prouvette) et a` l’e´tude de leurs effets sur
les spectres de re´ponse et sur le coefficient de comportement.
La de´finition des notions pre´ce´demment cite´es est souvent floue ou impre´cise.
La ductilite´ au sens me´canique du terme est utilise´e sous sa forme d’adjectif ductile et permet de qualifier un
phe´nome`ne de rupture locale. On parle de rupture ductile mettant en jeu de grandes de´formations plastiques
locales par opposition a` la rupture fragile par clivage. Ainsi un e´le´ment pre´sentant un comportement ductile est
capable de montrer sous charge a` peu pre`s constante des de´formations exce´dant largement la limite e´lastique et
de contribuer par le fait, activement a` la dissipation d’e´nergie.
Par extension, il est donne´ en ge´nie parasismique deux de´finitions de la ductilite´ : une locale et une d’ensemble
qui de´pendent de la variable choisie pour repre´senter le phe´nome`ne. La mesure commune´ment admise de la
ductilite´ locale µ est le rapport de la de´formation a` l’e´tat ultime dmax a` la de´formation e´lastique maximale
delim :
µ =
dmax
delim
La demande de ductilite´ locale au niveau d’une rotule plastique peut se de´finir comme ci-dessus a` l’aide de la
courbure φ ou rotation par unite´ de longueur dans la section :
µ =
φmax
φelim
ou` φmax est la courbure maximum et φ
e
lim la courbure dans la section au premier de´placement limite.
La ductilite´ d’ensemble de´pend naturellement des ductilite´s locales mais la relation n’est facile a` e´tablir que
pour des cas simples. Si la structure posse`de des assemblages, ceux-ci peuvent eˆtre moins ductiles que la partie
courante de la structure.
Le spectre de re´ponse e´lastique a` un se´isme u¨g(t) donne´, repre´sente l’ensemble des valeurs maximales en valeur
absolue du de´placement relatif ou de la vitesse relative ou de l’acce´le´ration absolue d’un oscillateur soumis
a` ce se´isme en fonction de la fre´quence propre ω de l’oscillateur, pour un taux d’amortissement ξ donne´. Le
de´placement maximal d’un oscillateur visqueux line´aire s’exprime a` l’aide de l’inte´grale de Duhamel par :
Sd(ω) = max
t∈[t0,tf ]
{
1
ωd
∫ tf
t0
u¨g exp
−ξω (t−τ) sin(ωd(t− τ)) dτ
}
ou` ωd = ω
√
1 − ξ2 est la pseudo-pulsation propre.
Ge´ne´ralement, on de´finit une pseudo-vitesse spectrale et une pseudo-acce´le´ration spectrale respectivement par :
PSv = ωSd PSa = ω
2Sd (4.5)
Les formules pre´ce´dentes (4.5) sont vraies pour la vitesse spectrale Sv et l’acce´le´ration spectrale Sa dans le cas
ou` le syste`me est non dissipatif (sans amortissement).
Une e´tude statistique de spectres de re´ponse amortis, pour un grand nombre de se´ismes possibles, permet de
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de´finir un spectre moyen au sens de la the´orie probabiliste de la se´curite´. Chaque ordonne´e pre´sente alors une
certaine probabilite´(40) d’eˆtre de´passe´e lors d’une re´alisation future de l’intensite´ conside´re´e.
Pour une structure a` plusieurs degre´s de liberte´, l’hypothe`se du comportement line´aire de la structure, en
particulier le the´ore`me de superposition modale permet d’utiliser la notion de spectre de re´ponse en calculant
la somme des valeurs maximales absolues obtenues pour chacun des n modes propres retenus de la structure :
Sstrud =
n∑
i=1
Sdi
Cette somme conduit toujours a` une estimation par exce`s de la re´ponse maximale de la structure car les re´ponses
maximales des diffe´rents modes ne se manifestent ge´ne´ralement pas au meˆme instant, ni avec le meˆme signe.
Ce qui assure toujours la se´curite´ de l’ouvrage.
Le spectre de re´ponse e´lasto-plastique en de´placement est de´fini par rapport au de´placement e´lastique maximum
delaslim et non par rapport au de´placement total d’un oscillateur e´lasto-plastique parfait dont le taux d’amortis-
sement critique et la ductilite´ sont a priori fixe´s. On obtient :
Sd = d
elas
lim
Les pseudo-valeurs spectrales conservent leur de´finition pre´ce´dente, donne´e dans le cas du comportement pure-
ment e´lastique (cf relation 4.5).
Le coefficient de comportement note´ q dans les codes europe´ens et Rw dans le code californien (reduction
factor), permet de passer d’un spectre de re´ponse e´lastique a` un spectre de re´ponse ine´lastique. Il est perc¸u
comme un coefficient qui regroupe dans un seul nombre, les effets de plusieurs phe´nome`nes complexes. Il reste
ne´anmoins ne´cessaire pour un meilleur dimensionnement des structures aux se´ismes. L’e´tude du comportement
d’un oscillateur e´lasto-plastique pour des pulsations propres “tre`s” petites ou “tre`s” grandes et l’utilisation de
l’hypothe`se de l’e´galite´ des e´nergies dans le cas de pulsations propres moyennes nous ame`nent au passage d’un
spectre moyen e´lastique a` un spectre moyen e´lasto-plastique.
Le but du travail effectue´ entre 1994 et 1995 a e´te´ de mettre au point deux algorithmes. Le premier permet
l’obtention de spectres de re´ponse e´lastique et le second l’obtention de spectres de re´ponse e´lasto-plastique
parfait pour une classe de baˆtiments ayant un coefficient de ductilite´ constant. La difficulte´ re´side dans le fait
que la grandeur attache´e a` la structure est le coefficient de ductilite´ et non la limite d’e´lasticite´. Une e´tude
ite´rative est donc ne´cessaire pour trouver la valeur des parame`tres delin et dmax compatibles vis a` vis du se´isme
e´tudie´ avec la ductilite´ µ retenue. Le sche´ma d’ite´ration a` l’e´tape n est le suivant :
pour n=1, apre`s un calcul e´lastique :
{delin}1 =
demax
µ
µ1 =
{dmax}1
{delim}1
et pour n ≥ 2 apre`s un calcul e´lasto-plastique parfait avec la valeur {delin}n−1 pre´ce´demment calcule´e :
{delin}n =
{dmax}n−1
µ
µn =
{dmax}n
{delim}n
Le test d’arreˆt est sur la valeur de µn :
‖µ − µn‖ ≤ ǫ
Nous avons montre´ par re´currence et a` l’aide du crite`re de l’e´galite´ des e´nergies emmagasine´es que les sous-suites
extraites µ2n et µ2n−1 sont convergentes. Cependant, nous n’avons trouve´ aucune raison pour que les valeurs
d’adhe´rence soient identiques (ce qui est d’ailleurs le cas pour des pulsations de tre`s faibles valeurs). La suite des
limites d’e´lasticite´ semble cependant converger. En associant un test sur le de´placement limite e´lastique avec
un test sur la ductilite´, on peut sortir de l’ite´ration et obtenir une valeur pour le de´placement spectral meˆme
pour des pulsations propres critiques tre`s faibles.
40dans l’hypothe`se d’une distribution normale, la probabilite´ de non-de´passement est fixe´e a` 84%.
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Nous sommes donc capables de tracer, pour un se´isme donne´, le spectre de re´ponse e´lastique pour un taux
d’amortissement donne´ ainsi que le spectre de re´ponse e´lasto-plastique parfait pour un taux d’amortissement
donne´ et pour une ductilite´ donne´e.
L’e´tape suivante serait de voir comment la dissipation d’e´nergie (d’une fac¸on plus ge´ne´rale que dans le cas
e´lasto-plastique parfait) se traduit sur le trace´ des spectres de re´ponse. Une ide´e serait d’utiliser le mode`le
d’hyste´re´sis de´veloppe´ par Bouc et pre´sente´ pre´ce´demment. Nous rappelons les e´quations du mouvement pour
un oscillateur avec un mode`le de Bouc :
u¨+ f(u, u˙) = F (t) avec f(u, u˙) = cu˙+ ku+ z
z˙ = αu˙− β | u˙ | z |z |n−1 − µ u˙ |z |n (4.6)
ou` {α, β, µ} ∈ R3, n ≥ 1.
On pourrait aussi e´tudier l’effet de l’endommagement sur les spectres de re´ponse.
Production re´alise´e
– 1 rapport de DEA de Jacques Re´berol, 1994.
– 1 rapport de travail de fin d’e´tudes (Ecole Polytechnique), Xavier Martire´, 1995(41).
– 1 article dans Bauingenieur 68, 1993 [ARTI4].
– 1 publication dans colloque avec actes :
– 1 au 3e`me colloque national de ge´nie parasismique, St Re´mi-les-Chevreuses, 1993 [CONF18].
B.5 Interaction site-ville et ale´a sismique en milieu urbain
Qui dit catastrophe dit concentration humaine, et l’urbanisation de vastes e´tendues a un effet en retour
sur les processus physiques. L’influence du baˆti, des routes, etc. sur les processus implique que l’on ne peut
extrapoler les re´sultats en champ libre a` des zones urbaines. Comme on assiste a` une concentration croissante
de la population mondiale dans de grands centres urbains, avec des immeubles de plus en plus hauts, construits
le plus souvent en site alluvial (Tokyo, Los Angeles, Mexico, Bogota, etc), on peut s’interroger sur la pertinence
de l’hypothe`se du champ libre pour le calcul des mouvements sismiques. La destruction d’anciens baˆtiments ou
quartiers, ou la construction de nouveaux, peuvent-elles modifier localement les caracte´ristiques des mouvements
sismiques ? Si la re´ponse a` cette question est positive, ne serait-ce que dans quelques configurations ge´ologiques
particulie`res, cela risque de changer radicalement la fac¸on d’aborder les proble`mes de risque sismique, ou` l’on a
l’habitude de se´parer comple`tement ale´a d’un coˆte´ et vulne´rabilite´ de l’autre. La compre´hension de l’interaction
’ville-processus’ devient alors un pre´-requis d’une analyse quantitative de la vulne´rabilite´.
Sous l’impulsion de Pierre-Yves Bard personnel du LCPC au LGIT de Grenoble, un programme de recherches(42)
a de´marre´ qui vise a` e´tudier et quantifier les interactions vibratoires entre baˆtiments a` l’inte´rieur des villes par
l’interme´diaire du sol dans le but de l’e´valuation des risques sismiques auxquels sont expose´s les baˆtiments.
Une e´tude s’inscrivant dans ce programme a e´te´ re´alise´e re´cemment en collaboration avec Jean-Louis Chazelas
du LCPC de Nantes. Jusqu’a` pre´sent, la sollicitation de calcul applique´e aux structures est celle dite “en
champ libre”, c’est a` dire celle correspondant a` ce que subirait l’ouvrage en l’absence de tout environnement
urbain. Certains constats de terrain font penser qu’il conviendrait de prendre en compte - en aggravation ou
en minoration - l’e´nergie vibratoire induite par le se´isme sur les constructions existantes dans l’environnement
imme´diat et qu’elle re´tro-diffusent via le sol.
L’une des voies expe´rimentales de mise en e´vidence de ce phe´nome`ne a consiste´ a` re´aliser une se´rie d’essais
en mode`le re´duit centrifuge´ sur la centrifugeuse du LCPC de Nantes. Un baˆtiment a` e´chelle re´duite (1/100)
est sollicite´ par un choc a` 100g et on enregistre le comportement vibratoire d’un autre baˆtiment de meˆmes
dimensions, place´ une distance et dans une position relative qu’on peut faire varier afin d’e´valuer l’incidence des
diffe´rentes configurations spatiales. Cela a fait l’objet d’un stage de DEA de Ali Alshaer (2002) qui a compris le
phe´nome`ne e´tudie´ et les essais en mode`le re´duit centrifuge´ (dont les proble`mes de similitude). Nous avons traite´
les donne´es issues de ces expe´rimentations a` l’aide de la TOC afin de de´gager les parame`tres du comportement
de chaque baˆtiment. Ce stage comportera des travaux de traitement du signal et d’analyse cine´matique. Ce
travail devrait faire l’objet d’une publication.
Production re´alise´e
41Xavier Martire´ a obtenu les fe´licitations dans le de´partement Me´canique pour son travail de stage lors de la ce´re´monie de remise
des prix d’option a` la promotion 1992.
42Le programme de recherches correspond a` une action concerte´e incitative du Ministe`re de la Recherche ACI-CATNAT :
“Pre´vention des catastrophes naturelles”. 2001-2003
The`me : Interaction ’site-ville’ et ale´a sismique en milieu urbain (coordinateur du projet : P.Y. Bard, LCPC/Univ. Grenoble).
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– 1 rapport de stage de DEA (Ali Alshaer 2002)
C Dynamique des ve´hicules le´ger et lourds
C.1 Mode´lisation du mouvement vertical d’un ve´hicule le´ger
Cette e´tude mene´e entre 1992 et 1994 s’inscrivait dans le cadre d’une recherche plus vaste au LCPC sur les ef-
fets de l’uni des chausse´es(43). Le travail demande´ e´tait l’obtention d’un mode`le de ve´hicule (avec e´ventuellement
la mode´lisation du moteur) pouvant rendre compte des effets de pompage, roulis et tangage de la caisse et per-
mettant une caracte´risation fine du fonctionnement de chaque e´le´ment de la suspension. En particulier, il devait
eˆtre capable de reproduire “correctement” les re´ponses verticales du ve´hicule a` l’uni de la chausse´e et a` terme
les effets de l’uni sur le conducteur.
On a recherche´ d’abord des mode`les de comportement forme´s de masses et d’e´le´ments rhe´ologiques classiques
(ressorts, dash-pots et patins) et d’e´le´ments non line´aires plus complexes en se´rie ou en paralle`le (cf chapitre
pre´ce´dent). L’e´tape suivante est l’estimation des parame`tres du mode`le retenu a` partir d’essais approprie´s ou
d’essais me´caniques “classiques”.
Un premier mode`le line´aire 2D simplifie´ forme´ de masses, de ressorts et de dash-pots a e´te´ teste´ sur des cas
de signaux nume´riques(44). La collaboration avec Renault (contrat Renault-LCPC) a permis ensuite d’obtenir
et d’utiliser(45) en 1994 le logiciel “DYVA” version 2.0(46) qui mode´lise les e´le´ments participant aux vibrations
verticales d’un ve´hicule le´ger : (1) les quatre roues-pneumatiques - avec un DDL par roue (de´placement vertical)
(2) les suspensions roue-caisse (passives ou pilote´es) (3) la caisse avec trois DDL (de´placement vertical + deux
angles : roulis et tangage) (4) le groupe moteur-propulseur avec trois DDL (de´placement vertical + deux angles :
roulis et tangage) et (5) les tampons moteur en caoutchouc ou hydroe´lastiques. On obtient un mode`le 3D a` 10
degre´s de liberte´. Le comportement 1D d’une roue-pneumatique en contact avec le sol a e´te´ repre´sente´ par un
oscillateur forme´ d’une masse monte´e sur un mode`le de Poynting-Thompson(47) avec au total quatre parame`tres.
Les suspensions entre la roue et la caisse (cas d’une attache non porteuse) ont e´te´ mode´lise´es par un mode`le
de Schwedoff(48) avec au total 4 parame`tres. La caisse et le groupe moto-propulseur ont e´te´ mode´lise´s chacun
par une solide inde´formable dont on identifie les caracte´ristiques de masse et moments d’inertie (composantes
de roulis et de tangage).
Ensuite, les quatre parame`tres du mode`le de roue ont e´te´ identifie´s a` partir de mesures faites sur l’ensemble
(jante+voile+pneumatique) en fonction de la fre´quence d’excitation (plage de fre´quence de 0 a` 5 Hz). La me´thode
d’estimation utilise´ est la technique habituelle des moindres carre´s. L’identification du mode`le des suspensions
fait appel a` des mesures commune´ment effectue´s dans les bureaux d’e´tude. Avec ce mode`le de ve´hicule (R21)
identifie´ sur banc d’essais chez Renault, le travail suivant e´tait de comparer les mesures re´elles(49) en acce´le´ration
avec celles obtenues par le mode`le identifie´. Six profils de route avec diffe´rentes qualite´ d’uni(50) ont e´te´ e´tudie´s
et les re´sultats sont pre´sente´s dans le rapport de contrat LCPC-RENAULT re´dige´ avec L. Lelu (1994)(51). La
premie`re configuration du mode`le teste´e est line´aire(52) sans l’ajout du groupe moto-propulseur. La comparaison
entre les acce´le´rations temporelles obtenues par les essais et celles obtenues par le mode`le , montrent un de´calage
manifeste lie´ a` une mauvaise connaissance de la vitesse du ve´hicule. En effet, la vitesse suppose´e constante dans
la mode´lisation ne l’est pas durant l’essai et de plus, sa mesure au compteur kilome´trique est tre`s approximative.
Le recalage de la vitesse est alors effectue´ pour obtenir un bon accord au voisinage des maxima des acce´le´rations
au niveau des roues provenant des essais et celles du mode`le. Ce recalage est tre`s difficile a` re´aliser pour un
profil de route de mauvaise qualite´. L’allure des courbes temporelles mesure´es et calcule´es est assez semblable
pour les routes de bonne qualite´. Pourtant on note pour les oscillations de faible amplitude, que la re´ponse du
43Le but final souhaite´ dans le the`me CH-07 1992-1994 : “Effets de l’uni des chausse´es” est une classification de l’uni des diffe´rentes
chausse´es suivant les crite`res de confort, de se´curite´ et de couˆt a` l’usager.
44travail effectue´ dans le cadre du cadre du stage de DEA de A-J. Khelalfa (1992).
45en boˆıte noire, uniquement.
46Le logiciel DYNA (ex CONFORT) est de´veloppe´ et valide´ par Renault au sein du service Etudes Avance´es - Liaison au Sol. La
version 3.0 devrait inte´grer la mode´lisation du sie`ge+passager.
47Le mode`le de Poynting-Thompson est forme´ d’un mode`le de Maxwell en paralle`le avec un ressort.
48Le mode`le de Schwedoff est forme´ d’un mode`le de Maxwell en paralle`le avec un patin et un ressort.
49Les mesures ont e´te´ effectue´es sur site par le LCPC de Nantes. Plusieurs acce´le´rogrammes ont e´te´ releve´s sur la R21 en
circulation : (1) au niveau des quatre roues, (2) au niveau du point chapelle avant droit et (3) au niveau du cric droit.
50La qualification de l’uni de la chausse´e est ge´ne´ralement faite a` l’aide de la proce´dure NBO qui attribue une note entre 0 et 10
a` l’uni de la chausse´e pour chaque bande d’ondes (petites ondes (0.7 a` 2.8 m) , moyennes ondes (2.8 a` 11.2 m) et grandes ondes
(11.2 a` 44.8 m).
51L. Lelu a e´te´ embauche´ pendant 4 mois graˆce au contrat LCPC-Renault.
52le mode`le des suspensions n’a pas de contribution duˆe au patin.
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mode`le au niveau des roues a une amplitude supe´rieure a` celle du signal mesure´ et inversement au niveau de
la caisse. Le raidissement des suspensions avec l’ajout de patins ame´liore le´ge`rement les re´sultats. De plus, si
on rajoute le mode`le du groupe moto-propulseur, le trace´ dans le domaine fre´quentiel de la densite´ spectrale de
puissance(53) pour le signal mesure´ sur les dix premie`res secondes indique une meilleure concordance entre la
courbe obtenue a` partir des donne´es expe´rimentales et celle obtenue par le mode`le(54).
Production re´alise´e
– 1 rapport de stage de DEA de Laurent Lelu, 1993.
– 1 rapport de contrat (Renault-LCPC) 1994 [RAPP5].
C.2 Identification des parame`tres d’un ve´hicule et de l’e´tat de l’ouvrage par filtrage
On s’inte´resse ici a` la proble´matique de l’identification par filtrage : e´tant une re´ponse e´chantillonne´e et
bruite´e provenant d’un syste`me me´canique re´el, peut-on retrouver l’e´tat et des parame`tres du mode`le the´orique
associe´ au syste`me re´el ? Un tel proce´de´ est fonde´ sur la minimisation de la variance des e´chantillons de mesures.
Parmi les me´thodes optimales de traitement du signal, base´es sur les caracte´ristiques statistiques du second
ordre, on peut citer l’identification par filtrage optimal de Wiener(55) et de Kalman(56). Le filtre de Wiener
comme celui de Kalman sont des filtres statistiques car ils s’appuient sur les proprie´te´s ale´atoires des signaux. Le
principe de base du filtre de Wiener est la minimisation de l’e´cart quadratique moyen, en supposant a priori que
le signal traite´ est corre´le´ avec l’entre´e du filtre. Ce traitement ne s’applique qu’en environnement stationnaire.
Le filtrage de Wiener est bien adapte´ pour la soustraction de bruit.
Pre´sentation du filtre de Kalman.
Le filtre de Kalman est une technique d’estimation stochastique de l’e´tat d’un syste`me dynamique a` partir
de ses re´ponses e´chantillonne´es et bruite´es. D’abord conc¸ue pour traiter les syste`mes line´aires, cette technique a
fait l’objet de plusieurs extentions ; citons dans les anne´es 80, sa ge´ne´ralisation aux repre´sentations d’e´tat non
line´aires.
On suppose que la forme de la repre´sentation d’e´tat re´gissant la re´ponse d’un syste`me dynamique est connue(57).
On dispose d’un e´chantillonnage dans le temps, de mesures d’observation bruite´es Uk et de mesures de la force
d’excitation : F k = F (tk) a` l’instant tk. Les variables d’e´tat sont regroupe´es dans le vecteur d’e´tat : Xk = X(tk)
a` l’instant tk. On pre´sente le principe du filtrage dans le cas d’une repre´sentation d’e´tat line´aire. La forme
ge´ne´rale des e´quations de la repre´sentation d’e´tat est :
X˙(t) = A(t)X(t) + B(t) F (t) + Γ(t) ξ(t) e´quation d’e´tat
U(t) = C(t)X(t) + D(t)F (t) + W (t) e´quation d’observation
ou` A(t) , B(t) , C(t) et D(t) sont des matrices qui peuvent de´pendre du temps. ξ(t) et W (t) sont des vecteurs
ale´atoires ; on suppose qu’ils sont du type bruit blanc gaussien de moyenne nulle a` l’instant t (58). Comme l’entre´e
de´terministe F (t) et les se´quences bruite´es ξ(t) et W (t) sont pre´sentes, le syste`me est quelquefois appele´ un
53La densite´ spectrale de puissance d’un signal est la transforme´e de Fourier de la fonction d’auto-corrre´lation du signal.
54concordance manifeste au voisinage de 14Hz ou` l’effet du groupe moto-propulseur se fait particulie`rement ressentir.
55On peut situer l’origine du filtrage optimal avec les premiers travaux de Wiener en 1942, utilisant la me´thode des moindres
carre´s et concernant l’estimation line´aire.
56Le filtre de Kalman, expose´ en 1960, fut pre´sente´ comme une alternative au filtre de Wiener. Il de´veloppe une approche
stochastique et permet d’estimer de fac¸on re´cursive, conjointement, l’e´tat et les parame`tres d’un syste`me. Il fut d’abord applique´
aux syste`mes line´aires ; puis des ame´liorations aux travaux de Kalman permirent son adaptation pour les syste`mes non line´aires.
57La repre´sentation d’e´tat pour un syste`me line´aire s’e´crit (cf. relation ** du chapitre )
X˙(t) = a(X , t) + b(F (t) , t)
a` laquelle, on ajoute la relation d’observation qui relie l’e´tat X et la sortie u(t) :
u(t) = G [X(t), F (t), t]
58Les proprie´te´s statistiques des se´quences de bruit sont respectivement pour W(t) : E[Wk] = E[W(tk)] = 0 ; E[Wk W
T
j ] =
δkj Rk
et pour le bruit ξ(t) : E[ξ
k
] = E[ξ(tk)] = 0 ; E[ξj ξ
T
k
] = δkj Q
k
ou` E[.] de´signe l’espe´rance conditionnelle et R
k
et Q
k
sont respectivement les matrices de covariance du bruit de mesure W(t)
et ξ(t).
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syste`me line´aire de´terministe/stochastique. Ce syste`me peut eˆtre de´compose´ en la somme d’un syste`me line´aire
de´terministe :
Z˙(t) = A(t)Z(t) + B(t)F (t) (4.7)
S(t) = C(t)Z(t) + D(t)F (t)
et d’un syste`me line´aire purement stochastique :
Y˙ (t) = A(t)Y (t) + Γ(t) ξ(t) (4.8)
V (t) = C(t) Y (t) + W (t)
avec X(t) = Z(t) + Y (t) et U(t) = S(t) + V (t). Les e´quations diffe´rentielles d’e´tat (59) et les e´quations
d’observation pour les deux syste`mes pre´ce´demment de´finis (4.7) et (4.8) peuvent eˆtre ensuite discre´tise´es (pas
d’e´chantillonnage re´gulier ∆t = tk+1 − tk). On obtient alors pour le syste`me de´terministe :
Zk+1 = Φk Zk + Bk F k (4.9)
Sk = Ck Zk + Dk F k
ou` Zk+1 = Z(tk+1) , F k = F (tk) et Sk = S(tk). Les matrices Φk , Bk , Ck et Dk sont constantes ; on a
directement pour un sche´ma a` l’ordre 1 : B
k
= ∆tB(tk) , Ck = C(tk) et Dk = D(tk) , pour Φk appele´e
matrice de transition du syste`me, son e´criture de´pend du sche´ma d’approximation de de´rivation choisi (60). On
obtient ensuite pour le syste`me stochastique :
Y k+1 = Φk Y k + Γk ξk (4.10)
V k = Ck Y k + W k
ou` Y k+1 = Y (tk+1) , Y k = Y (tk) , ξk = ξ(tk) , V k = V (tk) et W k = W (tk). Les matrices Φk , Γk , Ck
sont constantes ; on a directement pour un sche´ma a` l’ordre 1 : Γ
k
= ∆tΓ(tk) , Ck = C(tk) et Dk = D(tk) ,
Φ
k
est de´fini comme pre´ce´demment suivant le sche´ma d’approximation retenu. Finalement, pour le proble`me
global discre´tise´(61), on obtient : Xk = X(tk) = Zk + Y k et Uk = U(tk) = Sk + V k. L’avantage de cette
repre´sentation est que la solution Zk du syte`me line´aire de´terministe est donne´e par l’e´quation de transition :
Zk =
(
Φ
k−1 · · ·Φ0
)
Z0 +
k∑
i=1
(
Φ
k−1 · · ·Φi−1
)
B
i−1 F i−1
La recherche de l’estimation optimale de X˜k de Xk se rame`ne alors a` celle de Y˜ k de Y k dans la repre´sentation
d’e´tat stochastique. Cette estimation Y˜ k va e´videmment de´pendre de l’information statistique contenue dans
les se´quences de bruit. Les se´quences de bruit ξ
k
et W k sont suppose´es inde´pendantes
(62). L’e´tat initial : Y 0
est aussi suppose´ inde´pendant de ξ
k
et de W l
(63).
Notre proble`me est maintenant celui du filtrage pour le syste`me line´aire stochastique discre´tise´ de´fini en relation
(4.10). Le proble`me du filtrage consiste a` estimer le vecteur d’e´tat, dans notre cas : Y k, compte tenu de toutes
59Par exemple en discre´tisant :
dX(t)
dt
˛˛˛
t=tk
=
Xtk+1
−Xtk
tk+1−tk (sche´ma explicite) ou bien
dX(t)
dt
˛˛˛
t=tk
=
Xtk
−Xtk−1
tk−tk−1 (sche´ma implicite). On trouve dans la litte´rature, diverses formules de de´rivation (cf. par exemple
M. Sibony et J-C. Mardon, 1982. Approximations et e´quations diffe´rentielles, Hermann, Paris).
60Dans le cas du sche´ma explicite :
dX(t)
dt
˛˛˛
t=tk
=
Xtk+1
−Xtk
tk+1−tk on obtient :
Φ
k
= ∆tA(tk) + I
61Les e´quations pour le proble`me global discre´tise´ sont :
Xk+1 = Φk
Xk + Bk
Fk + Γk
ξ
k
e´quation d’e´tat (4.11)
Uk = Ck
Xk + Dk
Fk + Wk e´quation d’observation (4.12)
62E
h
ξ
k
WTl
i
= 0 ∀k et ∀l.
63E
h
Y 0ξ
T
k
i
= 0 ∀k et E ˆY 0WTl ˜ = 0 ∀l.
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les mesures disponibles a` l’instant tk. On peut aussi obtenir une estimation conjointe de l’e´tat et des parame`tres
du syste`me e´tudie´. On note Y k/n l’estimation a` l’instant tk compte tenu des informations disponibles jusqu’a`
l’instant tn
(64) ; elle est de´finie par :
Y k/n = E [Y k/V 0,V 1, ...,V n] (4.13)
ou` E[.] est l’espe´rance conditionnelle. On de´duit de la relation (4.13) que (65) :
Y k/k−1 = Φk−1Y k−1/k−1
L’erreur d’estimation est : ∆Y k,k = Y k − Y k/k. On cherche donc a` minimiser la quantite´ appele´e matrice de
covariance de l’erreur d’estimation : P
k,k
= E
[
∆Y k,k∆Y
T
k,k
]
= E
[(
Y k − Y k/k
)(
Y k − Y k/k
)T]
. P
k,k−1
est la matrice de covariance de l’erreur d’estimation avant la prise en compte de mesure d’observation disponible
a` l’instant tk ; on de´duit des relations pre´ce´dentes
(66) que :
P
k,k−1 = Φk−1P k−1,k−1Φ
T
k−1 + Γk−1Qk−1
ΓT
k−1
La forme de l’estimation adopte´e est line´aire(67) et l’on a de fac¸on re´currente :
Y k/k = Y k/k−1 + Kk
[
V k −CkY k/k−1
]
ou` K
k
est la matrice de gain du filtre qui minimise le crite`re des moindres carre´s stochastiques : Jk =∑
i
(
Y
(i)
k − Y (i)k/k
)2
(68). On trouve que :
P
k,k
=
(
I −K
k
C
k
)
P
k,k−1
ainsi que deux expressions pour la matrice de gain(69).
K
k
= P
k,k−1C
T
k
(
C
k
P
k,k−1C
T
k
+ R
k
)−1
et :
K
k
= P
k,k
CT
k
R−1
k
La quantite´ P
k,k
traduit la confiance que nous pouvons avoir dans le mode`le adopte´ et R
k
le niveau de bruit
sur la mesure. Il apparaˆıt au vu des formules pre´ce´dentes que, a` niveau de bruit R
k
constant si P
k,k
est faible,
64Si k = n, on cherche a` de´terminer une estimation de l’e´tat, compte tenu de toutes les mesures disponibles a` l’instant tn. C’est
le cas du filtrage. Si k < n, on ne prend en compte qu’une partie des mesures disponibles. On parle alors d’interpolation. Si k > n,
il s’agit de pre´voir une estimation du vecteur d’e´tat. On fait alors une extrapolation.
65Y k/k−1 = E
ˆ
Y k/V 0,V 1, ...,V k−1
˜
= E
h
Φ
k−1 Y k−1/V 0,V 1, ...,V k−1
i
+E
h
Γ
k−1 ξk−1/V 0,V 1, ...,V k−1
i
= Φ
k−1 E
ˆ
Y k−1/V 0,V 1, ...,V k−1
˜
+Γ
k−1 E
h
ξ
k−1/V 0,V 1, ...,V k−1
i
= Φ
k−1 Y k/k−1. On montre en effet que : E
h
ξ
k−1/V 0,V 1, ...,V k−1
i
= 0, par les hy-
pothe`ses sur les proprie´te´s statistiques des se´quences ξ
k
et Wk (cf. citons par exemple l’ouvrage suivant : C.K. Chui & G. Chen,
1999. Kalman filtering with real-time applications 3rd Edition, Springer.)
66On de´duit que : Y k − Y k/k−1 = Φk−1
“
Y k−1 − Y k−1/k−1
”
+ Γ
k−1 ξk−1
D’ou` :
“
Y k − Y k/k−1
”T
=
“
Y k−1 − Y k−1/k−1
”T
ΦT
k−1 + ξ
T
k−1Γ
T
k−1
P
k,k−1 = E
»“
Y k − Y k/k−1
”“
Y k − Y k/k−1
”T –
= Φ
k−1E
»“
Y k−1 − Y k−1/k−1
”“
Y k−1 − Y k−1/k−1
”T –
ΦT
k−1
+Γ
k−1 E
h
ξ
k−1ξ
T
k−1
i
ΓT
k−1 = Φk−1Pk−1,k−1Φ
T
k−1 + Γk−1Qk−1
ΓT
k−1.
67Cette relation exprime le fait que l’estimation du vecteur d’e´tat a` l’instant tk : Y k/k est e´gale a` l’estimation a` l’instant tk−1 :
Y k/k−1 mise a` jour avec une certaine ponde´ration qui tient compte de l’e´cart entre la mesure effective et la mesure pre´dite.
68Le filtre de Kalman est un filtre a` minimum de variance. On montre par des conside´rations d’alge`bre line´aire que l’on peut
ramener la minimisation de la matrice de covariance P
k
a` celle de sa trace, c’est-a`-dire a` la minimisation du crite`re :
Jk = J(tk) = Jtk =
P
i
“
Y
(i)
k − Y
(i)
k/k
”2
ou` i varie de 1 a` la dimension de Y .
69L’ope´ration consommatrice de temps dans le processus de filtrage de Kalman est le calcul des matrices de gain K
k
.
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le gain K
k
est faible : on fait davantage confiance a` l’estimation obtenue a` partir du mode`le. Au contraire, si
P
k,k
est e´leve´, la confiance dans le mode`le est faible : K
k
sera e´leve´ et la contribution du terme de correction
ponde´re´ sera plus forte. De plus, a` P
k,k
constant, si R
k
est faible, les mesures sont faiblement bruite´es et la
valeur e´leve´e du gain donnera plus de poids a` la mesure. Si R
k
est e´leve´, le gain sera faible et le poids du terme
de correction sera plus faible.
A partir de 1975 et jusqu’en 1985, les progre`s des connaissances en analyse nume´rique et des performances des
mate´riels informatiques ont permis au filtre de Kalman de prendre un nouvel essor. Pendant cette de´cennie, les
applications de cette technique ont e´te´ nombreuses et varie´es. Citons par exemple : la dynamique des structures,
le traitement de la parole ou la me´decine et l’application plus fameuse d’un syste`me de correction et de mise a`
jour de la trajectoire qui a e´te´ implante´ sur certains avions militaires ame´ricains. Pourtant le de´but des anne´es
90 marqua un ralentissement des investigations sur les applications du filtrage de Kalman qui se concentre`rent
sur le ge´nie parasismique et plus particulie`rement sur la fatigue des structures soumises a` des se´ismes.
Dans ce qui suit, nous pre´sentons l’application du filtrage de Kalman a` l’identification des caracte´ristiques d’une
charge mobile sur une poutre simplement appuye´e en ses deux extre´mite´s.
C.2.1 Application au cas d’une charge mobile sur une poutre
Le pont est sche´matise´ par une poutre d’Euler-Bernoulli en appui simple en ses deux extre´mite´s. La poutre
est homoge`ne, de longueur ℓ, de section constante S, de masse par unite´ de longueur µ et de module d’Young
E.
Pour la poutre seule sur appuis simples, l’e´quation aux de´rive´es partielles qui re´git les vibrations libres transverses
de la poutre :
EI
∂4y(x, t)
∂x4
+ µ
∂2y(x, t)
∂t2
= 0 (4.14)
avec les conditions aux limites suivantes :
y(0, t) = 0,
∂2y(x, t)
∂x2
∣∣∣∣
x=0
= 0 et y(ℓ, t) = 0,
∂2y(x, t)
∂x2
∣∣∣∣
x=ℓ
= 0
et les conditions initiales y(x, 0) = y0(x) et
∂y(x,t)
∂t
∣∣∣
t=0
= y1(x), ou` y0(x) et y1(x) sont de´finies pour x ∈ [0, ℓ]. La
me´thode de se´paration des variables y(x, t) = φ(x)q(t) permet d’obtenir les pulsations propres : ωn =
(
nπ
ℓ
)2√EI
µ
ainsi que les formes propres : φn(x) = sin
(
nπ xℓ
)
. Finalement, la re´ponse transverse globale est la superposition
des re´ponses modales :
y(x, t) =
∞∑
n=1
yn(x, t) =
∞∑
n=1
φn(x)qn(t) =
∞∑
n=1
sin
(
nπ
x
ℓ
)
{An cos(ωnt) +Bn sin(ωnt)} ou` les constantes An et Bn
sont de´termine´es a` partir des conditions initiales(70). Finalement, la solution s’e´crit :
y(x, t) =
2
ℓ
∞∑
n=1
Y (n, t) sin
(
nπ
x
ℓ
)
(4.15)
avec
Y (n, t) =
∫ ℓ
0
[
y0(x) cos(ωnt) +
1
ωn
y1(x) sin(ωnt)
]
sin
(
n
π
ℓ
x
)
dx
Par la suite, on introduit dans le comportement de la poutre, un amortissement visqueux proportionnel a` la
vitesse de vibration. L’e´quation (4.14) devient :
EI
∂4y(x, t)
∂x4
+ µ
∂2y(x, t)
∂t2
+ 2µωb
∂y(x, t)
∂t
= 0 (4.16)
70On a : y0(x) =
∞X
n=1
An sin
“
nπ
x
ℓ
”
. On remarque que si l’on prolonge y0(x) en tant que fonction de x par imparite´, puis par
pe´riodicite´ de pe´riode 2ℓ, l’e´galite´ pre´ce´dente est le de´veloppement en se´ries de Fourier du prolongement de y0(x). On a donc :
An =
2
ℓ
R ℓ
0 y0(x) sin
`
nπ
ℓ
x
´
dx. On a aussi : y1(x) =
∞X
n=1
Bn ωn sin
“
nπ
x
ℓ
”
et en suivant le meˆme raisonnement, on obtient que :
Bn =
2
ωnℓ
R ℓ
0 y1(x) sin
`
nπ
ℓ
x
´
dx
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On suppose qu’a` l’instant initial ou` la charge arrive en l’extre´mite´ situe´e a` gauche (x = 0), la poutre est au
repos, i.e ; sa de´flection et sa vitesse sont nulles en tout point. Les conditions initiales s’e´crivent alors :
y(x, 0) = 0 et
∂y(x, t)
∂t
∣∣∣∣
t=0
= 0 (4.17)
Plusieurs mode`les de charges circulant a` vitesse constante V ont e´te´ e´tudie´s : (1) une charge statique M , (2)
une charge statique a` deux essieux, constitue´e de deux charges statiques M1 et M2 se´pare´es par une distance
d. et (3) un oscillateur forme´ d’une masse m pose´e sur un ressort de rigidite´ k en paralle`le avec un amortisseur
visqueux de coefficient d’amortissement c. On suppose que la masse de la charge mobile est faible compare´e a`
celle de la poutre, ce qui entraˆıne que seuls les effets de la gravite´ sur la masse mobile seront pris en compte.
La de´marche pour obtenir la re´ponse analytique de la de´flection de la poutre y(x, t) est donne´e ici uniquement
pour le cas (1) de la charge statique M circulant a` la vitesse V sur la poutre. L’e´quation aux de´rive´es partielles
qui re´git les vibrations transverses de la poutre s’e´crit alors :
EI
∂4y(x, t)
∂x4
+ µ
∂2y(x, t)
∂t2
+ 2µωb
∂y(x, t)
∂t
= δ(x− V t)Mg (4.18)
En s’inspirant de la re´ponse obtenue en relation (4.15), on recherche la solution de l’edp (4.18) sous la forme :
y(x, t) =
2
ℓ
∞∑
n=1
Y (n, t) sin
(
nπ
x
ℓ
)
(4.19)
avec Y (n, t) =
∫ ℓ
0
y(x, t) sin
(
nπℓ x
)
dx. On multiplie ensuite l’edp (4.18) par sin
(
nπ xℓ
)
et on inte´gre suivant x
entre 0 et ℓ et on utilise les conditions aux limites ainsi que les proprie´te´s de la fonction de Dirac. Finalement,
en posant βn =
ωb
ωn
et Ω = πVℓ , on obtient l’e´quation diffe´rentielle du second ordre suivante :
Y¨ (n, t) + 2βnωnY˙ (n, t) + ω
2
nY (n, t) =
Mg
µ
sin (nΩ t) (4.20)
Les conditions initales (4.17) permettent d’e´crire que :
Y (n, 0) = 0 et Y˙ (n, 0) = 0. Pour n fixe´, l’e´quation diffe´rentielle (4.20) avec les conditions initiales pre´ce´dentes
peut eˆtre vue comme celle qui re´git la re´ponse d’un oscillateur line´aire visqueux soumis a` une force harmonique
F (t) = F0 sin (nΩ t) avec F0 =
Mg
µ , avec des conditions initiales nulles et dont la pulsation propre de l’oscillateur
conservatif associe´ vaut : ωn =
(
nπ
ℓ
)2√EI
µ et de taux d’amortissement βn =
ωb
ωn
(on suppose que 0 ≤ βn < 1).
La solution globale de l’e´quation (4.20)(71) s’e´crit comme la somme de la solution ge´ne´rale en re´gime transitoire
Y1(n, t)
(72) et de la solution en re´gime permanent Y2(n, t)
(73) :
Y (n, t) = Ane
−βnωnt cos(ω˜nt) +Bne−βnωnt sin(ω˜nt)
+
Mg
µω2n
1√
[1−X2n]2+[2βnXn]2
sin(nΩ t− arctan
[
2βnXn
1−X2n
]
)
En tenant compte des conditions initiales, on obtient :
An =
Mg
µω2n
2βnXn
[1−X2n]2 + [2βnXn]2
Bn =
Mg
µω2n
1√
1− β2n
Xn
2β2n − (1−X2n)
[1−X2n]2 + [2βnXn]2
A partir de la relation (4.19), on obtient l’expression ge´ne´rale de y(x, t) :
71La technique la plus courante pour re´soudre l’e´quation diffe´rentielle (4.20) est l’utilisation de la transforme´e de Laplace. La
transforme´e de Laplace de Y (n, t) s’e´crit alors : T.L. {Y (n, t)} (p) = MgnΩ
µ
p
p2+n2Ω2
1
p2+2βnωnp+ω2n
.
72Y1(n, t) = Ane−βnωnt cos(ω˜nt) +Bne−βnωnt sin(ω˜nt) ou` ω˜n est la pseudo-pulsation propre : ω˜n = ωn
p
1− β2n.
73Y2(n, t) = Y2n sin(nΩ t− φn) avec Y2n = Mgµω2n
1q
[1−X2n]
2
+[2βnXn]2
ou` Xn =
nΩ
ωn
= V ℓ
nπ
q
µ
EI
et φn = arctan
h
2βnXn
1−X2n
i
. On a : cos(φn) =
1−X2nq
[1−X2n]2+[2βnXn]2
et sin(φn) =
2βnXnq
[1−X2n]2+[2βnXn]2
.
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y(x, t) =
2Mg
µℓω2n
∞∑
n=1
1
[1−X2n]2 + [2βnXn]2
(4.21) Xne−βnωnt(2βn cos(ω˜nt) + 2β2n−(1−X2n)√1−β2n sin(ω˜nt)
)
+
(
1−X2n
)
sin(nΩ t)− 2βnXn cos(nΩ t)
 sin(nπx
ℓ
)
L. Fryba(74) introduit deux parame`tres sans dimension : α = nXn =
V ℓ
π
√
µ
EI et β =
ωb
ω1
= n2 ωbωn = n
2 βn . Il
rappelle l’expression de la de´flection en milieu de trave´e d’une poutre sur appuis simples soumise a` une charge
statique Mg qui vaut : y0 =
Mg ℓ3
48EI . Il approche ensuite
2Mg ℓ3
π4EI =
2Mg
µℓω21
par y0 et par suite
2Mg
µℓω2n
= 1n4
2Mg
µℓω21
≃ 1n4 y0
et la relation pre´ce´dente (4.21) devient (75) :
y(x, t) = y0
∞∑
n=1
1
n2
[
n2 (n2 − α2)2 + 4β2α2
]
 e−ωbt(2nαβ cos(ω˜nt) + nα 2β2−n2(n2−α2)√n4−β2 sin(ω˜nt)
)
+n2
(
n2 − α2) sin(nΩ t)− 2nαβ cos(nΩ t)
 sin(nπx
ℓ
)
Dans le cas d’un oscillateur de masse m, de raideur k et d’amortissement c, la pre´sence de l’oscillateur fait
intervenir un couplage entre les oscillations de la charge note´es u(t) et celles de la poutre y(x, t), on obtient le
syste`me diffe´rentiel suivant :
mu¨(t) + c u˙(t) + k u(t) = c
∂y(x, t)
∂t
+ k y(x, t) (4.22)
EI
∂4y(x, t)
∂x4
+ µ
∂2y(x, t)
∂t2
+ 2µωb
∂y(x, t)
∂t
= δ(x− V t) [mg −mu¨(t)]
La technique utilisant le filtrage de Kalman a e´te´ teste´e sur la de´flection d’une poutre simplement appuye´e avec
un oscillateur en mouvement. Le but est de de´terminer la masse et la vitesse de l’oscillateur en mouvement
sur une poutre a` partir de la re´ponse transverse de la poutre a` son passage. Les caracte´ristiques me´caniques et
ge´ome´triques de la poutre sont connues. Elle ne´cessite une repre´sentation d’e´tat du syste`me e´tudie´ et nous a
permis une estimation de l’e´tat et des parame`tres de l’oscillateur. La re´solution de ce proble`me est faite a` l’aide
d’une proce´dure d’estimation line´aire ou non suivant le vecteur d’e´tat retenu par filtrage de Kalman.
Les caracte´ristiques de la poutre sont : longueur : 50m, section 7.5m2, moment d’inertie I = 6.0m2, module
d’Young E = 3.34 1010N/m2 et masse line´ique de la poutre µ = 1800 kg/m. Deux cas ont e´te´ examine´s suivant
que l’oscillateur a ou n’a pas d’e´nergie initiale en arrivant sur la poutre. Le vecteur d’e´tat est forme´ des de´flections
de la poutre a` un instant donne´ plus des parame`tres a` identifier. Les de´flections de la poutre ont e´te´ calcule´es
par le logiciel NASTRAN et ont e´te´ perturbe´es par plusieurs se´quences bruite´es dont l’amplitude peut atteindre
jusqu’a` 15% du maximum de la de´flection mesure´e. Le tableau ci-dessous pre´sente les re´sultats des simulations
nume´riques obtenues lorsque l’on prend pour mesure d’observation la de´flection de la poutre (y(x0, tk))k∈I :
Les re´sultats des diverses simulations nume´riques sont d’une pre´cision satisfaisante. On peut noter la pre´cision
des estimations de la masse de la charge meˆme si certains autres parame`tres tels l’amortissement de la poutre
sont identifie´s de fac¸on plus grossie`re. Mais la difficulte´ d’estimer certaines quantite´s ne vient pas directement
d’une faiblesse de l’algorithme mais plutoˆt de la faible influence de ces quantite´s sur la re´ponse de la poutre.
Production re´alise´e
– 2 rapports de stage de DEA : de Jacques Sainte-Marie 1995 et de Houman Kamalzadeh 1996.
74Ladislav Fryba. 1999, Vibration of solids and structures under moving loads, 3rd Edition, Thomas Telford Editors.
75a` l’aide des changements suivants : βnωn = ωb et
1
[1−X2n]2+[2βnXn]2
= n
6h
n2(n2−α2)2+4β2α2
i et 2Xnβn = 2nαβn4 et
2β2n−(1−X2n)√
1−β2n
= 1
n2
2β2−n2(n2−α2)√
n4−β2
et
`
1−X2n
´
= 1
n2
`
n2 − α2´
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cas Mest M
est−M
M V
est V est−V
V ω
est ωest−ω
ω β
est β
est−β
β
(1) 20 926 4.63% 20.8 4.0% 10.45 4.5% 0.159 59%
(2) 20 734 3.67% 20.5 2.5% 9.70 −3.0% 0.166 66%
Tab. 4.4 Vecteur d’e´tat ge´ne´ralise´ estime´ a` partir de la de´forme´e du syste`me poutre-charge calcule´ avec NASTRAN
– 2 publications dans colloque avec actes :
– 1 au 12e`me Congre`s franc¸ais de Me´canique, 1995 [CONF24].
– 1 a` Int. Symposium on New Advances in Modal Synthesis of Large Structures Non-linear, Damped and
Non-determistic Cases, Lyon 1995 [CONF26].
C.3 Pesage en marche de ve´hicules lourds sur ouvrages d’art.
Les dommages cause´s aux chausse´es par le trafic routier proviennent majoritairement des charges ponde´rales
importantes engendre´es par les ve´hicules lourds. Dans les conditions normales de circulation, les variations
dynamiques du poids d’un essieu peuvent atteindre ±20% du poids statique. Depuis 1980, des efforts significatifs
ont e´te´ mene´s au LCPC pour la mise au point de techniques de mesure et de calcul permettant le pesage en
marche de ve´hicules routiers sur ponts. Ces techniques permettent a` la fois le dimensionnement et l’entretien
des ouvrages d’art mais aident aussi au controˆle du respect de la re`glementation routie`re. Il nous a donc paru
important d’e´tudier de fac¸on pre´cise les sollicitations dynamiques applique´es aux chausse´es par les poids lourds
afin de minimiser leurs effets mais aussi de faire respecter la re´glementation e´tablie en matie`re de charge limite
(totale ou par essieu). Le pesage en marche tente de re´pondre a` ces deux attentes(76).
Cette section est divise´e en deux the`mes de recherche a` savoir le pesage en marche sur routes (the`me I) et le
pesage en marche sur ponts (the`me II).
– Le premier the`me(77) s’inte´resse au proble`me du pesage en marche sur routes par multi-capteurs. L’objectif
de cette recherche est la mise au point d’un syste`me de pesage en marche de ve´hicules lourds par grille
multi-capteurs a` partir de mesures du poids dynamique des essieux d’un poids lourd ; les mesures e´tant
re´alise´es par des capteurs pie´zo-e´lectriques ou fibres optiques. A l’aide des donne´es “in situ”, on cherche
a` baˆtir une proce´dure d’estimation et un algorithme permettant de remonter au poids statique Pstat des
essieux.
Des essais sur site re´el ont e´te´ effectue´s par le Laboratoire Re´gional de l’Ouest Parisien de Trappes(78).
Les mesures discre`tes de forces d’impact obtenues par les capteurs pie´zo-e´lectriques installe´s sur le site
de Trappes repre´sentent les variations du poids dynamique Pdyn(t) d’un essieu circulant a` vitesse nor-
male constante sur une chausse´e(79). On peut conside´rer que ces signaux sont a` largeur de bande li-
mite´e (transforme´e de Fourier a` support limite´) ; pour ce qui nous concerne entre −15Hz et 15Hz. Deux
pistes qui paraissaient susceptibles de fournir des re´sultats inte´ressants s’ouvraient a` nous. La premie`re
e´tait directement lie´e a` l’e´tude du contenu fre´quentiel du signal Pdyn(t), le signal e´tant a` bande limite´e,
l’ide´e e´tait de mettre en oeuvre des me´thodes ite´ratives de reconstruction a` l’aide d’un e´chantillonnage
irre´gulier. La seconde e´tait fonde´e sur un traitement probabiliste par espe´rance conditionnelle : simuler la
loi conjointe de Pstat , {Pdyn(tk)}k puis calculer l’espe´rance conditionnelle E
[
Pstat/ {Pdyn(tk)}k
]
. Cette
de´marche ne´cessite l’obtention d’une base de donne´es de poids dynamiques d’essieux suivant diffe´rentes
configurations de charges et de caracte´ristiques ge´ome´triques et me´caniques de ve´hicules lourds ( par
76Le pesage en marche a fait l’objet d’un axe de recherche qui a re´ellement de´marre´ au LMSGC en 1995 avec l’arrive´e d’un
inge´nieur des Travaux Publics de l’Etat : Jacques Sainte-Marie et en 1996 d’un post-doctorant d’origine irlandaise : Tony Dempsey.
77Ce the`me essaie de tenir compte au mieux des de´lais et objectifs du projet europe´en “WAVE” (Weighing-in-motion of Axles
for Vehicles in Europe) ainsi que des termes du contrat LCPC-DTT (Direction des Transports Terrestres, MM. Duquesne et
Marchadour). Le travail correspond essentiellement dans le travail de the`se de Jacques Sainte-Marie a` l’ENPC dont j’ai partage´
avec M. Michel Fre´mond, la direction de the`se.
78MM. Siffert et Dolcemascolo du LROP de Trappes e´taient charge´s des essais sur la grille des multi-capteurs.
79L’hypothe`se retenue est que la moyenne temporelle du poids dynamique Pdyn(t) d’un essieu est e´gale a` son poids statique
Pstat : Pstat =
1
T
R
T Pdyn(t)dt.
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exemple a` l’aide d’un logiciel de mode´lisation multi-corps). Cette dernie`re technique semble plus riche que
la pre´ce´dente pour ce qui concerne la pre´cision de l’estimation mais elle est plus longue a` programmer (
formalisme de la me´thode, apprentissage de l’algorithme).
Cependant, les conclusions de l’e´tude(80) sur l’estimation de la pre´cision des mesures nous ont amene´s
a` remettre en question la fiabilite´ des re´sultats actuellement obtenus apre`s traitement LEEM(81) sur la
station multi-capteurs.
Le plan de travail du the`me I a donc e´te´ modifie´ pour tenir compte de ces conclusions et du fait que le
nombre de passages de camions sur les capteurs e´tait a` l’e´poque largement insuffisant pour pouvoir mener
a` bien des e´tudes statistiques pertinentes. La de´marche suivie a e´te´ alors la seconde cite´e pre´ce´demment,
a` savoir de mettre au point des algorithmes de reconstruction des signaux(82) afin de retrouver le poids
statique d’un essieu ou d’un ve´hicule lourd circulant sur une chausse´e a` partir des mesures discre`tes de
forces d’impact. Le signal est transforme´ (reconstruit) de telle sorte que l’information spe´cifique recherche´e
soit plus facile a` extraire. On peut ainsi tenir compte de la me´canique du phe´nome`ne e´tudie´ et reconstruire
le signal “au mieux” a` partir de fonctions qui lui sont “naturelles”. Pour mieux connaˆıtre ces fonctions,
une e´tude simplifie´e de l’interaction dynamique entre le ve´hicule et la chausse´e a e´te´ effectue´e. Pour les
poids lourds traite´s, la force d’impact a pu eˆtre correctement approche´e avec seulement quelques modes
associe´s au ve´hicule conside´re´(83).
– Le the`me II s’inte´resse aux syste`mes de pesage en marche sur ponts(84). Une approche possible s’ap-
puie sur la technique de filtrage de Kalman pre´sente´e ci-dessus. Les re´sultats obtenus pour le mode`le
poutre+oscillateur mobile nous rendent confiants pour l’extension de cette technique a` des mode´lisations
pont+camion plus complexes.
Nous nous sommes ensuite inte´resse´s au pesage en marche de ve´hicules sur ponts a` dalle orthotrope(85).
La connaissance des charges de trafic applique´es pourra fournir des informations pre´cises sur la fatigue de
l’ouvrage. Ces ponts sont des structures relativement le´ge`res et tre`s sensibles aux fortes charges de trafic.
L’e´paisseur de la chausse´e pour ces ouvrages est trop mince pour que l’on puisse y installer des capteurs.
Le pesage en marche de ve´hicules lourds a donc e´te´ effectue´ a` partir des re´ponses de capteurs installe´s
sur les augets d’un pont a` dalle orthotrope. L’estimation des poids statiques par essieux, de la vitesse du
ve´hicule ainsi que de la distance entre essieux est obtenue par des techniques de minimisation d’un crite`re
utilisant les lignes d’influence(86). Un mode`le statique du pont (ligne d’influence d’une poutre continue) a
e´te´ utilise´ dans une premie`re phase ; ce mode`le a e´te´ ensuite recale´ a` partir de la ligne d’influence mesure´e
sur l’ouvrage en faisant circuler un poids-lourd calibre´ a` deux essieux. En conclusion de cette e´tape, nous
pouvons dire que la re´ponse du pont est tre`s sensible a` la position transverse des poids lourds par voie de
circulation. Un mode`le a` deux dimensions a donc e´te´ utilise´ : chaque raidisseur longitudinal a e´te´ mode´lise´
par une poutre, ces raidisseurs e´tant relie´s transversalement par des lignes d’influence transverses obtenues
soit a` partir d’essais, soit a` partir d’une mode´lisation par e´le´ments finis de l’ouvrage.
80Cette e´tude a e´te´ effectue´e en septembre 1995 par Xavier Martire´, inge´nieur de l’Ecole Polytechnique, alors stagiaire de l’Ecole
des Ponts et Chausse´es.
81Le rapport souligne le manque d’informations et de clarte´ en ce qui concerne la me´thode de traitement (LEEM) du signal
applique´e aux re´ponses des capteurs.
82Les me´thodes de reconstruction qui sont ge´ne´ralement utilise´es, sont base´es sur des techniques d’interpolation polynoˆmiale, sur
des extensions de la the´orie de repre´sentation de Shannon et sur des re´sultats re´cents lie´s aux de´veloppements en ondelettes. La
technique de´veloppe´e par J. Sainte-Marie est a` mi-chemin entre ces deux dernie`res ; elle est simple d’utilisation, stable et robuste
vis-a`-vis du bruit de mesure. La me´thode de´veloppe´e s’appelle ACT Adaptative weights Conjugate gradient Toeplitz method initie´e
par le Professeur Feichtinger en 1995.
83J. Sainte-Marie, 1999. Echantillonnage de signaux a` bande limite´e. Application a` l’e´tude de l’interaction ve´hicule-chausse´e.
The`se de doctorat, ENPC.
84Il fait suite a` une association de recherche de´veloppe´e a` partir de 1993 avec la Lehrstuhl fu¨r Baumechanik de l’Universite´
Technique de Munich (M. le Professeur H. Grundmann (directeur) et M. le Docteur W. Baumga¨rtner et M. le Dipl.Ing. H.
Waubke). Cette recherche s’est vu attribuer de 1993 a` 1995 un financement d’un programme bi-late´ral d’e´changes franco-allemand
PROCOPE qui a permis l’accueil de plusieurs stagiaires allemands de l’Universite´ technique de Munich au LMSGC (trois e´tudiants
en stage de Praktikum et un en stage de Diplomarbeit).
85Une dalle orthotrope pour un ouvrage du ge´nie civil de´signe une dalle en acier de faible e´paisseur raidie dans les deux directions
orthogonales. Habituellement, la plaque est raidie transversalement par des entretoises ou pie`ces de ponts et longitudinalement par
des raidisseurs ou augets.
86On appelle ligne d’influence d’un effet (moment fle´chissant, effort tranchant, contraintes, fle`che) la courbe qui permet de
connaˆıtre, dans une section S fixe pre´de´termine´e d’une poutre, ge´ne´ralement continue, situe´e a` une distance α d’une extre´mite´,
la valeur de cet effet sous l’action d’une charge mobile unitaire lorsqu’elle se trouve a` une distance x de la meˆme extre´mite´. Par
exemple, la ligne d’influence de la fle`che vα(x) dans la section S est en vertu du the´ore`me de re´ciprocite´ la de´forme´e de la poutre
obtenue pour une charge unite´ applique´e a` la section S. Les lignes d’influence de fle`ches permettent, par l’application du the´ore`me
de re´ciprocite´, de re´soudre le proble`me de la recherche de la position la plus de´favorable des charges mobiles dans un syste`me
hyperstatique.
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Production re´alise´e
– 1 rapport de contrat RVI/LCPC/CNRS 1995 [RAPP6].
– 1 rapport de DEA de Laurence Bourlat 1997.
– 1 rapport de stage post-doctoral de Tony Dempsey 1998.
– 1 publication dans colloque avec actes :
– 1 a` 2nd European Conference on Weigh-in-Motion of Road Vehicles, Lisbonne, 1998 [CONF29].
– 1 rapport de the`se de Jacques Sainte-Marie 1999.
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Chapitre 5
Perspectives
Ce chapitre pre´sente les perspectives et les actions futures que je souhaiterai poursuivre dans un futur proche.
Le fil conducteur est l’e´laboration de techniques d’identification en dynamique non line´aire. Le chapitre est divise´
en trois titres. Le premier titre concerne les recherches mene´es dans le re´seau du LCPC, sur l’identification et
les proble`mes inverses. Le second titre s’inte´resse a` l’extension des notions d’analyse modale en dynamique non
line´aire. Le dernier titre traite de l’identification de mode`les de structures en dynamique non line´aire.
A Identification - Proble`mes inverses au LCPC
Dans le cadre des ope´rations de recherche dans la programmation de la recherche du LCPC, apre`s un premier
cahier des charges re´dige´ en mai 2001 et deux re´unions d’information et de concertation avec des colle`gues du
LCPC et des laboratoires re´gionaux (en dates respectives du 28/06/2001 a` l’ENPC (Marne la Valle´e) et du
02/2003 au LCPC Nantes), un cahier des charges pour la nouvelle ope´ration 11GEP2 a e´te´ e´labore´. Cette
nouvelle ope´ration est forme´e de deux the`mes voisins : un sur l’identification et les proble`mes inverses sous ma
responsabilite´ et un sur le controˆle de structures sous la responsabilite´ de Fre´de´ric Bourquin. Le premier the`me
a pour objectif la re´daction d’un ouvrage de synthe`se sur l’identification et les proble`mes inverses (me´thodes et
applications) au sein du LCPC.
A.1 Ope´ration de recherche au sein du LCPC
titre de l’ope´ration :
Identification, controˆle et proble`mes inverses
dure´e envisage´e :
4 ans
programme de rattachement :
programme G “Nouveaux mate´riaux et nouvelles technologies”
nom des responsables :
Pierre Argoul (responsable) et Fre´de´ric Bourquin (co-responsable)
proble´matique scientifique :
L’utilisation de techniques d’identification de parame`tres est ge´ne´ralement un passage oblige´ pour le cher-
cheur ou l’inge´nieur qui cherche a` e´tablir un lien entre un mode`le mathe´matique the´orique et une se´rie de mesures
expe´rimentales du phe´nome`ne e´tudie´. On peut citer comme exemples : la de´termination des parame`tres de lois
de comportement, la de´termination des conditions aux limites, l’actualisation de mode´lisations de structures a`
partir de grandeurs mesure´es ou l’identification de de´fauts a` partir de me´thodes non-destructives. Le controˆle
actif s’inspire d’une de´marche similaire mais dans ce cas, les mesures sont en temps re´el et on agit directement
sur la structure au moyen de sources secondaires, qui, par superposition avec les sources primaires, produisent
un signal re´siduel minimise´(1). Ainsi, connaissant l’e´tat initial du syste`me, on de´sire agir sur celui-ci, via des
1Contrairement aux moyens passifs couramment mis en oeuvre dans le controˆle passif des vibrations tels que les amortisseurs,
les plots de suspensions pour les machines, les garnissages acoustiques, les mousses diverses, le controˆle actif s’effectue au moyen
de sources secondaires, de bruit ou de vibration.
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fonctions sources secondaires, appele´es aussi controˆles ou commandes, de sorte a` atteindre un e´tat final fixe´ a
priori.
De nos jours, la confrontation des observations expe´rimentales et des re´sultats des simulations nume´riques
devient, de plus en plus, une voie prometteuse qui va permettre soit l’ame´lioration de la repre´sentativite´ des
mode`les, soit la surveillance de l’e´volution de l’e´tat du syste`me a` l’e´tude, a` partir de mode`les repre´sentatifs,
lors de leur mise en fonctionnement ou encore la validation de mesures imparfaitement fiabilise´es qui peuvent
conside´rablement perturbe´es un bilan. L’objectif est d’utiliser la confrontation des re´sultats expe´rimentaux et des
pre´dictions de calcul pour ame´liorer les mode´lisations en identifiant les parame`tres caracte´ristiques des mode`les.
Les techniques d’identification peuvent aussi permettre de surveiller efficacement les ouvrages, en leur associant
un mode`le re´actualise´ re´gulie`rement, capable de pre´dire leur comportement, de localiser les endommagements
provenant soit de l’usure de fonctionnement et/ou de causes accidentelles.
Cette ope´ration comporte deux sujets diffe´rents mais dont la proble´matique scientifique est lie´e : un sur
l’identification et les proble`mes inverses et un sur le controˆle.
Les deux paragraphes suivants pre´sentent brie`vement les difficulte´s majeures de ces deux sujets.
Difficulte´s pour l’identification et les proble`mes inverses Les difficulte´s qui se posent en the´orie inverse sont d’une
part, le caracte`re mal-pose´ ou incorrectement pose´ qui apparaˆıt lorsque l’une au moins des trois conditions
ne´cessaires pour que le proble`me soit bien pose´(2), n’est pas ve´rifie´e. Habituellement, les mesures sont bruite´es
et en nombre fini. L’existence d’une solution au proble`me d’inversion de l’ope´rateur reliant les parame`tres ou
les conditions inconnus aux donne´es expe´rimentales n’est pas alors certaine(3). Lorsqu’une solution existe, on
peut ensuite traduire les effets de´sagre´ables du caracte`re mal-pose´ (non-unicite´ et non-stabilite´ de la solution)
par le fait que :
– l’ope´rateur reliant les parame`tres inconnus aux donne´es expe´rimentales est singulier, entraˆınant une non-
unicite´ de la solution du proble`me inverse et
– comme les mesures sont entache´es d’incertitudes, de petits changements dans les donne´es peuvent causer
de grandes variations sur la solution calcule´e.
Pour e´largir la notion de solution au proble`me inverse (solutions ge´ne´ralise´es), on est habituellement conduit
a` re´soudre un proble`me d’optimisation au sens des moindres carre´s : minimiser dans l’espace des re´ponses un
e´cart entre les re´ponses suppose´es a` travers un mode`le et les re´ponses re´ellement mesure´es, souvent entache´es
d’erreur.
D’autre part, la plupart de ces proble`mes exigent la re´solution d’un tre`s grand nombre de proble`mes directs,
entraˆınant un couˆt en temps de calcul souvent prohibitif, d’ou` l’utilisation des me´thodes adjointes ou d’autres
techniques permettant la re´duction de la dimension du syste`me nume´rique.
Difficulte´s pour les proble`mes de controˆle Dans un proble`me de controˆle, plusieurs questions de fond se posent
e´galement :
– peut-on atteindre l’e´tat final ?
– si oui, existe-t-il un controˆle permettant de l’atteindre en temps fini ? en temps minimal ? en minimisant
une fonction couˆt (par exemple l’e´nergie consomme´e) ?
– si non, peut-on approcher l’e´tat recherche´ ?
Les difficulte´s qui se posent sont celles des instabilite´s lie´es au phe´nome`ne de spill-over(4) et le roˆle des capteurs
non-colocalise´s(5) aux actionneurs dans l’efficacite´ et la stabilite´ des algorithmes de controˆle des structures.
Identification et proble`mes inverses - Positionnement au LCPC Au sein du LCPC, des travaux de recherche en
the´orie inverse ont de´ja` e´te´ mene´s il y a plus de dix ans, citons comme exemple : les techniques de tomographie
sismique avec les reconstructions ge´ome´triques a` deux et trois dimensions (Philippe Cote, Richard Lagabrielle,
Odile Abraham, etc.) pour la reconnaissance ge´ophysique ou l’identification de parame`tres dans les mode`les de
2Un proble`me est bien pose´ au sens de Hadamard s’il existe une solution, si elle est unique et si elle de´pend continuˆment des
donne´es du proble`me.
3Une solution existe si le vecteur des mesures appartient a` l’image de l’ope´rateur que l’on souhaite inverser, ce qui peut re´duire
conside´rablement la notion de solution a` une certaine classe de vecteurs mesures.
4Les lois de controˆle sont souvent limite´es a` un nombre fini de modes dont les fre´quences appartiennent a` une plage donne´e et
elles doivent garantir la stabilite´ en pre´sence de modes plus e´leve´s non controˆle´s.
5Un syste`me de controˆle est colocalise´ lorsque chaque actionneur n’utilise que les donne´es de mesure du capteur situe´ au meˆme
endroit. Un syste`me non-colocalise´ autorise donc chaque actionneur a` disposer d’un maximum d’information sur l’ensemble de la
structure et se re´ve`lent donc en pratique plus efficaces. Pourtant, en the´orie concernant les structures flexibles, un syste`me colocalise´
est stable avec une loi dissipative alors qu’un syste`me non-colocalise´ est ge´ne´riquement instable.
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pre´vision de la pluie en hydrologie (Herve´ Andrieu, Claude Joannis) ou encore lidentification du comportement
vibratoire de baˆtiments soumis aux se´ismes (Pierre Argoul, Hamid Afra(6)) .
Ces techniques font partie d’un ensemble organise´ de techniques mathe´matiques regroupe´es sous le nom de
the´orie inverse ou the´orie des proble`mes inverses. Le but de ces techniques est d’obtenir a` partir de mesures indi-
rectes, les informations utiles sur les proprie´te´s du phe´nome`ne physique non directement accessibles a` l’expe´rience
comme les parame`tres du mode`le, les conditions aux limites, les de´fauts.
Parmi les applications plus re´centes ou en cours, des techniques inverses au sein du LCPC(7), on peut citer :
– la de´tection de l’eau dans les gaines de pre´contrainte externe a` partir d’informations de nature capacitive
sur le pourtour de la gaine (Fre´de´ric Bourquin, Jean Iaquinta).
– la recherche des parame`tres intervenant dans le phe´nome`ne de diffusion hydrique dans le be´ton (Jean-
Franc¸ois Seignol)
– la de´tection et la caracte´risation de phe´nome`nes non-stationnaires et non line´aires par l’auscultation
dynamique d’ouvrages (Pierre Argoul, Guy Bonnet de l’Universite´ de Marne-la-Valle´e)
– la de´tection de vides dans les caˆbles de pre´contrainte (Pierre Argoul, Odile Abraham, Pierre Roenelle )
– le comportement hyste´re´tique de connections acier-be´ton (assemblages de poutres en be´ton et de plaques
en acier) (Nelly Point, Pierre Argoul, Oreste Bursi de l’Universite´ de Trente)
– le comportement dynamique d’e´lastome`res a` basses fre´quences avec effet de pre´charge (Nelly Point, Pierre
Argoul, Jean-Luc Dion de l’ISMCM)
– la validation en temps diffe´re´ de donne´es de´bitme´triques issues de re´seaux d’assainissement (Claude Joan-
nis, Farida Hamioud)
– la de´tection d’objets manufacture´s (par exemple panneaux de signalisation) dans des sce`nes routie`res
(Guillaume Dutilleux )
– la recherche de conditions aux limites de type impe´dance acoustique qui caracte´risent l’absorption des
parois de la cavite´ (Guillaume Dutilleux)
– le comportement dynamique d’un compacteur (engin de chantier) (Pierre-Olivier Vandanjon)
– les plans d’expe´riences sur les re´actions de gonflement interne dans les be´tons ou pour les proprie´te´s
di-e´lectriques et e´lectriques des be´tons hydrauliques et be´tons bitumineux (Richard Linder)
– le suivi en continu des e´volutions topographiques en environnement littoral par imagerie de re´sistivite´
e´lectrique (Sergio Palma Lopes)
– l’inversion de donne´es e´lectriques (de´veloppement sous CESAR-LCPC) the`se de Laurent Marescot.
On peut ensuite se re´fe´rer a` l’ouvrage de H.D. Bui(8) pour obtenir d’autres exemples de proble`mes inverses en
ge´nie me´canique et en ge´nie civil et dont la finalite´ est la de´tection et la caracte´risation soit d’obstacles, ou
de cavite´s, ou de de´fauts, ou de fissures, ou encore de nappes dans les mate´riaux ou les structures du ge´nie
me´canique ou du ge´nie civil a` partir de mesures indirectes. Citons (1) l’utilisation de la diffraction des ondes
acoustiques(9), (2) la radiographie par rayons X ou tomographie(10), (3) la thermographie ou la de´tection
photothermique(11), (4) la micro-gravime´trie(12) ou encore (5) la diffraction des ondes e´lastiques(13). On peut
citer de fac¸on ge´ne´rale, (6) les techniques d’identification des parame`tres dans les lois de comportement par
des essais en laboratoire (par exemples au moyens de presse). Finalement, (7) les techniques de vibration
inverse permettent l’identification des parame`tres me´caniques a` partir des re´ponses dynamiques et le controˆle
des vibrations.
6Hamid Afra, 1991, Identification du comportement sismique de baˆtiments a` partir de leurs re´ponses acce´le´rome´triques, The`se
de doctorat ENPC, 30 / 09 / 1991, ENPC.
7Les personnes cite´es sont, sauf indication contraire, du LCPC (Paris, Nantes, Satory ou Champs/Marne).
8H.D. Bui 1993, Introduction aux proble`mes inverses en me´canique des mate´riaux, Collection de la Direction des Etudes et
Recherches d’Electricite´ de France, n◦83, Eyrolles.
9En me´decine, c’est le principe de la tomographie acoustique ou e´chographie qui utilise la re´flexion d’un faisceau d’ultrasons
par les organes. En me´canique des mate´riaux, la tomographie acoustique est utilise´e pour la de´tection d’obstacles solides dans les
fluides, l’e´tude des composites compose´s d’inclusions solides dans une matrice plus molle ou encore le controˆle du soudage.
10La tomographie est utilise´e dans le controˆle des mate´riaux et des structures pour de´tecter des de´fauts du soudage, des fissures
ou encore des inclusions. Les rayons X conviennent aux mate´riaux non me´talliques (composites et peut-eˆtre pour certains aciers
ferritiques). On recourt a` des rayons plus puissants (rayons γ ou neutrons) pour l’auscultation d’une cuve de re´acteur nucle´aire de
30 cm d’e´paisseur.
11La thermographie permet la de´tection des de´fauts superficiels dans un conducteur de chaleur solide.
12La micro-gravime´trie est utilise´e pour la recherche des cavite´s naturelles ou artificielles, des nappes aquife`res ainsi que l’e´tude
de la structure interne des sites arche´ologiques (par exemple la pyramide Kheops).
13La diffraction des ondes e´lastiques est utilise´e pour la recherche des variations internes des proprie´te´s me´caniques des mate´riaux
ou la de´tection des de´fauts volume´triques et des fissures.
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Controˆle des structures - Positionnement au LCPC Le controˆle actif d’ouvrages d’art comme des ponts suspendus
ou a` haubans a fait aussi depuis une dizaine d’anne´es, l’objet d’e´tudes et de recherches au sein du LCPC
(dirige´es principalement par Fre´de´ric Bourquin). La the´orie du controˆle des e´quations aux de´rive´es partielles et
la me´canique des milieux continus constituent les fondements de cette de´marche.
Plus re´cemment, le controˆle hybride ou semi-actif des structures dans lequel on fait varier l’amortissement et
la rigidite´ de la structure a` l’aide de syste`mes approprie´s, est a` l’e´tude (F. Bourquin et Guillaume Dujardin) :
on cherche a` e´valuer la faisabilite´ des versions semi-actives ne ne´cessitant pas d’actionneur, par exemple a` base
d’amortisseurs e´lectromagne´tiques ou magne´to-rhe´ologiques. L’inte´reˆt du controˆle semi-actif est d’ame´liorer
conside´rablement le controˆle passif(14) tout en conservant l’inde´pendance e´nerge´tique et la stabilite´ intrinse`que.
Le de´veloppement de la the´orie et de l’implantation du controˆle semi-actif est encore largement ouvert a` la
communaute´ scientifique et technique.
L’application propose´e est la mise au point d’un amortisseur a` masse accorde´e ou TMD(15), semi actif et
son implantation pour le controˆle multi-mode (balancement+pompage) d’une maquette simplifie´e de pont en
construction par encorbellement avant son application sur un ouvrage re´el.
Plusieurs actions de recherche et de valorisation europe´ennes ont e´te´ entreprises depuis deux ou trois ans comme
le re´seau SAMCO(16), projet CONVIB(17), re´seau Smart systems(18).
L’inte´gration des activite´s de controˆle au LCPC sera poursuivie dans le cadre du 6e`me programme cadre,
notamment dans le re´seau d’excellence RESET sur les structures intelligentes avec l’universite´ de Strathclyde,
dans le projet inte´gre´ E-MOI (European Monitoring Initiative) avec Vienna Consulting Engineers et Ispra, et
dans le SREP New Road Construction Concepts coordonne´ par le LCPC. On s’attachera aussi au montage d’un
projet RGCU sur le sujet controˆle.
Identification et proble`mes inverses - positionnement par rapport a` l’exte´rieur :
Depuis une vingtaine d’anne´es, de nombreux travaux de recherches hors LCPC, en France et a` l’e´tranger ont
e´te´ mene´s en the´orie inverse. Citons quelques noms : Albert Tarantola(19) de l’Universite´ de Paris VI, Philippe
Pilvin du LG2M (Lorient) pour l’identification et la caracte´risation des mate´riaux, Marc Bonnet du LMS
(Palaiseau) pour l’identification de fissures, le controˆle optimal en plasticite´, les me´thodes d’e´quations inte´grales,
Tykhonov et Morozov(20) pour la re´solution des proble`mes mal-pose´s, William Menke(21) pour l’analyse des
donne´es ge´ophysiques et la the´orie inverse discre`te.
Les me´thodes qui sont et pourront eˆtre de´veloppe´es au sein de cette ope´ration ne sont pas, a` proprement parler,
nouvelles mais les applications au ge´nie civil le sont. De plus, l’adaptation et/ou la combinaison des techniques
pour traiter un proble`me inverse du ge´nie civil sont originales.
Identification et proble`mes inverses - produits finaux vise´s et moyens de valorisation :
Nous rappelons que cette ope´ration comporte deux sujets dont les objectifs en termes de production sont
diffe´rents : un sujet sur l’identification et les proble`mes inverses et un sujet sur le controˆle sous la responsabilite´
de Fre´de´ric Bourquin.
14On peut noter que le controˆle passif marche mal lorsque la structure ou l’excitation s’e´carte des hypothe`ses faites lors de la
conception du dispositif de controˆle passif (ce qui est ge´ne´ralement le cas).
15TMD : Tuned Mass Damper : amortisseur a` masse accorde´e. L’utilisation de TMD est un moyen d’amortissement vibratoire
passif largement utilise´ de nos jours. Les syste`mes TMD consistent en des oscillateurs visqueux (2e`me ordre) que l’on ajoute en
certains endroits de la structure en vibrations. Le choix correct des parame`tres d’un amortisseur TMD va permettre de rajouter de
l’amortissement au comportement de la structure au voisinage de l’une de ses fre´quences propres.
16SAMCO (Structural Assessment Monitoring and Control) est un re´seau the´matique europe´en sur le controˆle et la surveillance
de l’e´tat des structures subventionne´ par la Commission Europe´enne, de´marre´ en octobre 2001 et de dure´e 48 mois.
17CONVIB : Innovative Control Technologies for Vibration Sensitive Civil Engineering Structures (2001-2005) est un programme
Scientifique ESF(European Science Foundation) qui est centre´ sur des concepts innovants tels que le controˆle hybride ou semi-actif
de structures industrielles et du ge´nie civil. Son objectif principal est de promouvoir l’utilisation d’installations expe´rimentales pour
l’e´tude de la re´duction des vibrations dans les ouvrages du ge´nie civil au moyen de technologies de controˆle semi-actives innovantes.
18Smart systems New materials, adaptative systems and their non linearities. Modelling, control and numerical simulation est
un projet finance´ par le 5e`me Programme Cadre qui s’e´chelonne de novembre 2002 a` octobre 2006. Les objectifs scientifiques de
la recherche envisage´e est de de´velopper des me´thodes mathe´matiques et des outils nume´riques efficaces pour la mode´lisation, le
controˆle et la simulation nume´rique.
19Citons deux livres : Albert Tarantola, Inverse Problem Theory. Elsevier, 1987 et plus re´cemment : Klaus Mosegaard and Albert
Tarantola, Probabilistic Approach to Inverse Problems, International Handbook of Earthquake & Engineering Seismology, Part A.,
p 237-265, Academic Press, 2002.
20V. Badeva & V. Morozov, 1991, Proble`mes incorrectement pose´s. The´orie et applications en identification, filtrage optimal,
controˆle optimal, analyse et synthe`se de syste`mes, reconnaissance d’images, Masson Paris.
21W. Menke, 1989. Geophysical data analysis : Discrete inverse theory, revised version, International Geophysics Series, Vol 45,
Academic Press San Diego.
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Les techniques inverses comme celles du controˆle e´voluent rapidement (citons par exemple les algorithmes
e´volutionnaires ; les re´seaux de neurones, les transformations temps-fre´quence, le controˆle semi-actif) et l’utili-
sation d’une technique ne peut pas se faire sans une bonne connaissance de ses capacite´s ou de ses limitations.
Le sujet sur l’identification et les proble`mes inverses ne rentre pas dans le sche´ma classique d’une recherche
de´die´e a` une application cible´e ; il rentre dans le cadre d’une ope´ration transverse avec une proble´matique et
une de´marche communes (re´solution d’un proble`me d’optimisation) et avec diverses applications possibles en
ge´nie civil.
Le but premier de ce sujet est didactique : mise au clair, diffusion des connaissances a` l’inte´rieur du LCPC,
remonte´e des proble`mes rencontre´s pour tenter de les solutionner.
Les principaux produits finaux vise´s sont doubles :
– re´daction et publication d’un ouvrage collectif de synthe`se
– organisation de se´minaires de formation et d’information sur les proble`mes inverses.
L’ouvrage a` re´diger fera un e´tat de l’art sur diffe´rentes techniques inverses utilise´es au LCPC et sur les ap-
plications de ces me´thodes au Ge´nie Civil. Cet ouvrage devra eˆtre accessible au plus grand nombre ; il sera
structure´ en essayant de donner les liens entre les diffe´rentes techniques ; on pre´sentera quelques applications au
Ge´nie Civil des diffe´rentes me´thodologies inverses pre´ce´demment de´crites. On tentera aussi de donner un arbre
de´cisionnel pour le choix d’une technique vis a` vis d’une autre. Une importance particulie`re sera accorde´e a` la
perception par l’utilisateur de la ou des me´thode(s) inverses employe´e(s).
Finalement, les produits du sujet identification et proble`mes inverses pour cette ope´ration , a` savoir se´minaires
et ouvrage de synthe`se, permettront aux futurs utilisateurs, une meilleure connaissance et par conse´quent,
une meilleure utilisation des me´thodes d’identification et de controˆle. Pour ceux qui de´veloppent de nouvelles
approches, cette ope´ration permettra une prise de conscience plus aigue¨ de la de´marche inverse et des ide´es
innovantes. Enfin pour tous, elle pourra enfin nous conduire a` avoir, pour le proble`me a` re´soudre, des ide´es
audacieuses et originales.
Identification et proble`mes inverses - principaux intervenants du LCPC et des CETE :
Plusieurs chercheurs et doctorants du LCPC ont e´te´ sollicite´s. La liste de ces chercheurs est donne´e dans
les tableaux. On note que la majorite´ des chercheurs sollicite´s a re´pondu de fac¸on positive lors du montage
de cette ope´ration mais pour certains avec une attitude plutoˆt re´serve´e. Parmi les services concerne´s, on note
principalement : le LAMI (Champs) avec 9 chercheurs dont trois doctorants, le service MI (Paris et Nantes)
avec 4 chercheurs, la division RMS Nantes 4 chercheurs dont un doctorant, 2 chercheurs du LRPC Strasbourg,
1 chercheur de FDOA Paris.
Au niveau national, les actions de Marc Bonnet(22) du LMS et de Michele Sebag(23) sur les proble`mes inverses
ainsi que celles mene´es par Fabrice Thouverez et Louis Je´ze´quel du LTDS(24) (ECL Lyon) seront suivies et les
responsables seront sollicite´s et invite´s lors de re´unions.
Sur l’identification modale et son extension au cas non line´aire, plusieurs collaborations au niveau national
existent et seront poursuivies respectivement avec l’e´quipe de Claude Lamarque et de Claude Boutin du LGM(25)
22The`mes et sujets aborde´s dans l’ope´ration de recherches Optimisation et proble`mes inverses, dirige´e par Marc Bonnet au LMS :
– Nouvelles approches de l’optimisation (1) Algorithmes optimaux d’e´volution artificielle et (2)Conception optimale en rayon-
nement acoustique des structures.
– Identification de fissures ; proble`mes de type controˆle non destructif (1)Identifiabilite´ exacte en me´canique de la rupture et de
l’endommagement et (2)Me´thodes d’e´quations inte´grales, analyse de sensibilite´.
– Identification de grandeurs distribue´es (1) Controˆle optimal en plasticite´, (2)Identification des me´canismes dissipatifs des
structures parasismiques et (3) Recalage de mode´lisations
– Identification de parame`tres de comportement (1) Micro-indentation, (2) Identification non parame´trique de mode`les
rhe´ologiques.
– Proble`mes industriels d’optimisation, autres applications (1) Applications de l’apprentissage et des syste`mes experts.
23M. Sebag s’inte´resse aux algorithmes d’e´volution, aux algorithmes ge´ne´tiques, a` la programmation ge´ne´tique et aux strate´gies
d’e´volution. Plus pre´cise´ment, ses contributions s’inte´ressent aux explorations du couplage apprentissage et e´volution (apprentissage
de re`gles, de distributions pour guider l’e´volution), a` l’utilisation de connaissances a priori (grammaires) pour guider la recherche
(applications en proble`mes inverses et identification non parame´trique de lois de comportement me´canique).
24Les activite´s de recherche du Laboratoire de Tribologie et Dynamique des Syste`mes (LTDS) sont structure´es en trois the`mes
rassemblant chacune trois e´quipes de Recherche : the`me 1 : “Tribologie et Surfaces”, the`me 2 : “Surfaces et Milieux He´te´roge`nes” et
the`me 3 : “Dynamique des Structures et Me´canismes”. Le the`me 3, plus proche de mes centres d’inte´reˆt, s’inte´resse a` la pre´diction,
a` la mesure et au controˆle actif du comportement vibratoire de syste`mes me´caniques complexes. Il cherche a` analyser leur contenu
spectral et a` en de´duire l’origine et les conse´quences des sollicitations. Il est compose´ des e´quipes de recherche suivantes : (1) e´quipe
Me´canismes, (2) e´quipe Dynamique des Structures et des Syste`mes et (3) e´quipe Fiabilite´ et Maintenance.
25Les recherches de´veloppe´es au Laboratoire Ge´omate´riaux (LGM) s’articulent autour de deux axes : (1) comportement des
ge´omate´riaux et (2) structures et ouvrages du ge´nie civil. Le second axe plus proche de mes centre d’inte´reˆt, traite de la conception
et du dimensionnement des “structures et ouvrages du ge´nie civil” ainsi que des me´thodes d’auscultation.
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(Lyon) et aussi l’e´quipe de Philippe Leconte et Pascal Lubrina du De´partement Dynamique des Syste`mes Couple´s
de l’ONERA. Au niveau international, les collaborations avec Jean-Claude Golinval de l’Universite´ de Lie`ge et
Luigi Garibaldi du Politecnico de Turin de´ja` e´tablies pendant le COST F3 (1997-2001)(26) seront poursuivies
sur l’identification des structures en dynamique non line´aire.
estimation des temps passe´s sur la pe´riode
L’estimation des temps passe´s pour le sujet Identification et proble`mes inverses a e´te´ calcule´e a` l’aide des
deux tableaux (dernie`re colonne) donne´s en annexe. Elle peut eˆtre de´compose´e pour l’anne´e 2004 comme suit :
chercheurs : 47 homme mois ; doctorants : 30 homme mois soit un total de 77 h mois par an. Ce chiffre devrait
eˆtre a` peu pre`s reconductible pour les deux anne´es suivantes.
Sujets Laboratoires Contenu hm/an
Identification LAMI,RMS, Re´daction d’un ouvrage 77
et proble`mes LRPC Strasb., de synthe`se, Organisation
inverses FDOA, MI, TGCE de formations
Controˆle MI
TOTAL 77
estimation des moyens techniques et financiers ne´cessaires
1. Moyens demande´s (financement LCPC) pour chaque anne´e :
Labo demandeur demande couˆt (k euros)
LRPC 3 a` 4 AM
2 a` 3 e´tudiants en stages de DEA 5
Accueil de professeurs e´trangers 5
2. Moyens demande´s sur la pe´riode de 4 ans
– Financement d’une the`se
– Informatique Scientifique (moyens de calcul) :15k euros
– Organisation de la journe´e (invitation d’orateurs exte´rieurs, frais de secre´tariat) : 2 k euros
– Aide a` l’organisation du colloque : 5 k euros
– Frais de publication de l’ouvrage : 6 k euros
B Extension des notions d’analyse modale en dynamique non line´aire
B.1 Proble´matique
La majorite´ des techniques classiquement utilise´es pour l’analyse des structures en dynamique repose sur
l’hypothe`se du comportement line´aire et plus pre´cise´ment sur le principe de superposition line´aire. Ce principe,
fondement de l’analyse modale, exprime la re´ponse de la structure en vibrations libres ou force´es comme la
superposition des re´ponses modales a` partir de jeux arbitraires de conditions initiales. Dans l’approche vibratoire
classique pour l’e´tude des syste`mes dynamiques line´aires conservatifs et non conservatifs, le calcul des vibrations
normales se re´duit donc au calcul des fre´quences propres et des modes normaux associe´s qui sont respectivement
les valeurs et les vecteurs propres de transformations line´aires. Les modes fournissent une base de projection
adapte´e pour ses proprie´te´s d’orthogonalite´ et sont actuellement en passe de devenir un concept incontournable
en dynamique des structures.
26Le COST F3 “Structural Dynamics” est une action COST European Co-operation in the Field of Scientific and Technical
Research qui a de´marre´ le 25 Juin 1997 et s’est termine´ le 24 Juin 2001. Son principal objectif est d’augmenter les connaissances
ne´cessaires pour ame´liorer la conception, la fiabilite´ me´canique et la surete´ des structures dans le domaine de la dynamique des
structures line´aires et non line´aires. Les actions de recherche du COST F3 sont divise´es en trois e´quipes de travail s’inte´ressant
respectivement a` : (1) Me´thodes de recalage de mode`les Ele´ments Finis (Finite element model updating methods), (2) Surveillance
vibratoire et de´tection de l’endommagement (Health monitoring and damage detection) et (3) Identification de syste`mes line´aires
(Identification of non-linear systems).
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Bien que les mode`les line´aires pour le comportement des ouvrages du ge´nie civil aient fait la preuve de leur
utilite´, la plupart des structures montrent souvent, un certain niveau de comportement non line´aire qui peut eˆtre
duˆ soit aux caracte´ristiques dynamiques non line´aires des joints de structure, soit aux conditions aux limites, soit
aux proprie´te´s des mate´riaux. Bien plus, la demande accrue de performances pour les syste`mes me´caniques, en
termes de fiabilite´ me´canique, de le´ge`rete´, de capacite´ de charge, vitesse, se´curite´, etc... entraˆınent que les effets
non line´aires qui n’e´taient pas pris en compte dans les projets de structures dans le passe´, aujourd’hui doivent
eˆtre mode´lise´s. Ne´gliger les effets non line´aires peut entraˆıner une grande diffe´rence entre le comportement
re´el de la structure et le comportement estime´ par le mode`le. On peut citer l’exemple des structures minces
auxquelles l’industrie fait de plus en plus appel, en les soumettant a` des contraintes de plus en plus fortes et
dont les amplitudes de vibration peuvent atteindre tre`s rapidement des valeurs importantes.
D’un point de vue strictement the´orique, l’approche par l’analyse modale traditionnelle aussi bien que le principe
de superposition line´aire deviennent inapplicables dans le cas non line´aire. On rappelle que l’un des objectifs
premiers de l’analyse modale est d’e´tablir et de ve´rifier, a` partir de la donne´e de mesures d’essais vibratoires,
un mode`le mate´matique acceptable pour le comportement dynamique de la structure e´tudie´e(27). De part de sa
nature non line´aire, le mode`le mathe´matique n’est plus unique et de´pend de l’amplitude de la vibration. Il est
possible d’e´tendre cet objectif au cas de structures pour lesquelles les effets non line´aires deviennent significatifs
et ne peuvent plus eˆtre ne´glige´. On peut alors conserver la terminologie d’analyse modale non line´aire meˆme
si en toute rigueur mathe´matique, les termes de modes et de superposition modale ne sont plus corrects pour
l’analyse non line´aire.
Il devient quasiment impossible de pre´dire analytiquement l’existence de non-line´arite´s, ni de quantifier leur
degre´. Apre`s avoir e´tabli quelles pouvaient eˆtre les sources des non-line´arite´s, la mise au point d’essais vibratoires
re´els et le de´pouillement des donne´es deviennent alors essentiels pour de´tecter et localiser la pre´sence de non-
line´arite´s et aussi pour quantifier leur degre´ et finalement pour identifier leurs caracte´ristiques dynamiques. Le
choix de la technique d’excitation (type, position et amplitude de l’excitation, emplacement des capteurs de
re´ponses de la structure, etc) est de´licat et doit eˆtre en accord avec le traitement et l’analyse qui suivent.
Les questions ouvertes dans l’analyse modale e´tendue au cas non line´aire sont nombreuses. Par exemple :
- Dans quel sens peut-on e´tendre le concept de l’analyse modale au cas non line´aire ; en particulier, le concept
de fonction de re´ponse en fre´quence et le concept de modes normaux ?
- Comment extraire les informations des signaux ? Existe-t-il une approche ge´ne´rale, ou bien, au contraire,
chaque type de non line´arite´ demande-t-elle une approche spe´cifique ?
- Pouvons nous associer a` une certaine non line´arite´, un certain type de vibration ? Quand cela est-il possible ?
- Quelles sont les conditions expe´rimentales optimales pour extraire le plus d’informations pour un certain
type de non line´arite´ ?
B.2 Nouveau sujet de the`se
Dans le cadre du projet fe´de´ratif de recherches de l’Institut Navier auquel le LAMI est rattache´, plusieurs
groupes ont e´te´ constitue´s fin 2002, autour de the´matiques transversales a` l’Institut(28). Dans le groupe “Dyna-
mique et vibrations” anime´ par Denis Duhamel et auquel j’appartiens, un sujet de the`se qui pourrait de´marrer
en 2003-2004, a e´te´ propose´ par Guy Bonnet et moi-meˆme. Le titre de cette the`se est : Re´duction de mode`les
en dynamique non line´aire de syste`mes me´caniques couple´s. Application a` l’interaction sol-structure et a` la
sismique des ouvrages.
27Citons les propos du professeur D.J. Ewins : “Modal testing is the process of constructing a mathematical model to describe
the vibrations properties of a structure based on test data, rather than a conventional theoretical analysis.” , tire´s de son ouvrage
“Modal Testing : Theory and Practice” publie´ en 1986, chez Research Studies Press (England) pour Bru¨el & Kjaer, ou encore
ceux-ci : “Modal analysis is primarily a tool for deriving reliable models to represent the dynamics of structures.” provenant du
livre plus re´cent : “Theoretical and Experimental Modal Analysis” e´crit par de multiples auteurs Maia, Silva, He, Lieven, Lin,
Skingle, To et Urgueira et publie´ en 1997, chez Research Studies Press Ltd (England).
28Cinq groupes rassemblant entre cinq et sept chercheurs des diffe´rents laboratoires de l’Institut Navier, ont e´te´ cre´e´s : (1)Struc-
tures et mate´riaux renforce´s, (2)Suspensions, milieux granulaires et sols grossiers, (3)Dynamique et vibrations, (4)Interfaces et
adhe´sion et (5)Couplages chimico-thermo-hydriques dans les ge´omate´riaux et anime´s respectivement par : (1)P. de Buhan (LM-
SGC), (2)J. Canou (CERMES) et P. Reiffsteck (MSRGI), (3)D. Duhamel (LAMI), (4)Q. He´ (LaM) et (5)Y.-J. Cui (CERMES) et
G. The´venin (LaM). Les enjeux de ces groupes sont doubles : (1)obtenir des bourses de the`ses autour des cinq the´matiques, des
trois organismes de tutelle en liaison avec le comite´ de direction de l’Institut (e´che´ance fe´vrier-mars 2003), (2)e´laborer un projet
scientifique global avec demande de moyens aupre`s du Ministe`re de la Recherche (e´che´ance mi-avril 2003).
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Une des motivations fortes de ce projet de the`se est de tenter de trouver une re´ponse aux questions e´nonce´es
pre´ce´demment sur l’analyse modale non line´aire. De plus, durant ma carrie`re professionnelle, j’ai souvent assiste´,
participe´ a` des essais en laboratoire mais je n’ai jamais e´te´ le maˆıtre d’oeuvre. Cette recherche sera aussi
l’occasion de “mettre les mains a` la paˆte” !
On propose quelques expe´rimentations de laboratoire, sur des poutres non line´aires ou des joints re´glables ou,
encore, des syste`mes avec frottement, pour ve´rifier les capacite´s de telle ou telle me´thode applique´e aux syste`mes
re´els(29). Il est aussi envisager de ve´rifier, au moyen de simulations nume´riques, l’effet des non line´arite´s et celui
d’excitations diverses (en type et en niveau) et la capacite´ de discrimination de chacune des techniques e´tudie´es.
Voici la pre´sentation de ce nouveau sujet de the`se qui s’inscrit dans une the´matique de recherche du groupe
“Dynamique” de l’Institut Navier.
B.2.1 Contexte
Les mode´lisations actuelles pour l’interaction sol-structure conside`rent une structure line´aire de´terministe
couple´e avec un sol non-borne´, line´aire et de´terministe et l’analyse dynamique de tels mode`les de´terministes
est aujourd’hui maˆıtrise´e. Les effets du sol sur la structure sont pris en compte par une impe´dance de bord sur
l’interface sol-structure. Cette impe´dance de bord est construite en prenant en compte les propagations d’ondes
dans le sol non borne´. On proce`de ainsi a` une re´duction du mode`le dynamique du sol sur la structure. La
re´duction du mode`le dynamique de la structure est effectue´e usuellement par une me´thode de sous-structuration
dynamique base´e sur l’analyse modale. Pourtant ces mode`les demeurent trop simplifie´s pour bien mode´liser les
effets du sol sur la structure en dynamique. En effet, le comportement du sol est ge´ne´ralement fortement non-
line´aire, alors que la re´duction du mode`le utilise des impe´dances repre´sentant un mode`le line´aire. Par ailleurs,
a` niveau e´leve´ de se´isme, il est possible que la structure de´colle partiellement de sa fondation, ce qui induit une
non-line´arite´ ge´ome´trique si l’on veut repre´senter convenablement le comportement de l’interface sol-structure.
L’application vise´e est l’interaction sol-structure avec des non-line´arite´s de sol localise´es au voisinage de la
structure, dans le cadre des analyses du risque sismique. Plus pre´cise´ment, le sujet de cette the`se concerne
l’analyse dynamique et l’identification de syste`mes me´caniques constitue´s d’un milieu borne´ line´aire couple´
(ouvrage) a` un milieu non borne´ localement non line´aire (sol+fondation). On cherchera a` e´tendre : les notions
de modes propres ou normaux et de fonctions de re´ponse en fre´quence en dynamique line´aire au cas de la
dynamique non line´aire pour des syste`mes line´aires couple´s a` une impe´dance de bord non line´aire. L’extension
de la notion de modes se fait ge´ne´ralement en e´tudiant les solutions pe´riodiques synchrones des e´quations non
line´aires du mouvement. Les me´thodes d’identification modale base´es sur les notions de modes propres et de
fonctions de re´ponse en fre´quence au cas des syste`mes line´aires couple´s a` une impe´dance de bord non line´aire. la
re´duction de mode`le en sous-structuration dynamique au cas d’une sous-structure line´aire avec “impe´dance de
bord non line´aire”. L’e´tude propose´e se veut autant the´orique qu’expe´rimentale. Pour les essais en laboratoire, on
utilisera des syste`mes simples constitue´s de poutres ou des plaques pour mode´liser la structure et des e´lastome`res
ou des mate´riaux de sol pour mode´liser le sol. Plusieurs re´gimes de vibration seront analyse´s : vibrations libres
et force´es.
B.2.2 Objectifs
1. De´veloppement de mode`les en dynamique non line´aire pour des syste`mes me´caniques constitue´s d’un
milieu borne´ line´aire, de´terministe ou ale´atoire, couple´ avec un milieu non borne´, localement non line´aire,
de´terministe ou ale´atoire. Ces mode`les devront permettre de reproduire les phe´nome`nes expe´rimentalement
e´tablis.
2. De´veloppement de me´thodes d’identification expe´rimentale (applicable en laboratoire et en situ) adapte´es
pour les syste`mes line´aires couple´s a` une impe´dance de bord non line´aire.
B.2.3 Programme des travaux
1. Formulation ge´ne´rale des e´quations de la dynamique de syste`mes me´caniques constitue´s d’un milieu borne´
line´aire couple´ (ouvrage) a` un milieu non borne´ localement non line´aire (sol+fondation).
2. Conception et re´alisation d’essais en laboratoire sur des corps d’e´preuves me´caniques “simplifie´s” et
repre´sentatifs de la recherche mene´e : par exemple, structure e´lance´e de type poutre soit encastre´e dans
un massif par l’interme´diaire d’une liaison avec une rigidite´ non line´aire, soit encastre´e dans un massif
non line´aire de type e´lastome`re. Identification des proprie´te´s de la liaison ou du massif. Identification des
proprie´te´s de la structure e´lance´e en condition libre-libre. Construction de re´ponses expe´rimentales du
syste`me couple´ soumis a` des excitations exte´rieures diverses.
29On pre´voit la possibilite´ d’utiliser cet essai pour pre´parer des T.P. pour l’enseignement a` l’ENPC (projet de 1e`re anne´e ou
cours de 2e`me anne´e controˆle des vibrations).
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3. Analyse d’une me´thode de re´duction de mode`les qui e´tend le concept de modes propres ou normaux
de´fini en the´orie vibratoire line´aire au cas non line´aire. L’objectif est d’obtenir des mode`les qui restent
quantitativement valables assez loin de la position d’e´quilibre.
4. Analyse dynamique d’une sous-structure couple´e avec une impe´dance de bord non line´aire. On testera
plusieurs types de non-line´arite´s (polynoˆmiales, frottement sec, etc. ).
5. De´veloppement d’une me´thodologie pour l’identification expe´rimentale des proprie´te´s dynamiques de la
structure en pre´sence de son appui non-line´aire, a` l’aide de mesures effectue´es en taˆche 2 sur la structure
couple´e avec le massif.
6. Validation de la me´thode d’identification expe´rimentale par comparaison avec les re´sultats des mesures
effectue´es en laboratoire. On pourra aussi appliquer cette me´thode aux re´ponses de mode`les re´duits
de baˆtiments teste´s en centrifugeuse (Jean-Louis Chazelas du LCPC a` Nantes) et aux re´ponses de
baˆtiments re´els sous excitations de chocs ou sous excitations harmoniques (Claude Boutin du Labora-
toire Ge´omate´riaux a` Lyon).
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C Identification de mode`les de structures en dynamique non line´aire
C.1 Proble´matique
Dans un essai de vibrations de structure, on enregistre les re´ponses vibratoires en un certain nombre de
points de la structure par des capteurs place´s si possible, de manie`re optimale et on analyse ensuite les signaux
ainsi obtenus. Dans le cas de comportements line´aires, les techniques d’extraction des informations contenues
dans les re´ponses vibratoires sont efficaces et tre`s fiables. Durant ces dix dernie`res anne´es, des progre`s ont e´te´
faits pour la de´tection, la caracte´risation, l’identification et la localisation des non line´arite´s ; ces techniques sont
base´es sur l’analyse de mesures de caracte´ristiques dynamiques entre´es/sorties pour des structures re´elles. Elles
sont tre`s diffe´rentes entre elles, avec des re´sultats qui ne sont satisfaisants que dans certains cas particuliers. En
conse´quence, pour ce qui concerne le comportement non line´aire, il n’existe pas encore de technique applicable
au niveau industriel pour re´soudre le proble`me de l’identification des syste`mes a` plusieurs degre´s de liberte´.
Parmi les me´thodes d’identification disponibles en dynamique non line´aire, quelles soient parame´triques et non
parame´triques, on peut citer l’utilisation du de´velop-pement en se´ries de Wiener ou de Volterra, les me´thodes
NARMAX, de´rive´es par e´volution des mode`les ARMA et pre´sente´es au premier chapitre, de la me´thode Reverse
Path, dans sa version Conditioned(30), dans le domaine fre´quentiel, la me´thode Restoring Force Mapping pour
les syste`mes a` plusieurs degre´s de liberte´ ou encore une nouvelle me´thode parame´trique, nomme´e NIFO(31).
Chacune de ces me´thodes posse`de, a` la fois, des avantages et des de´savantages qui de´pendent du syste`me a`
l’e´tude. L’e´tat d’avancement de la recherche dans le domaine des syste`mes a` plusieurs degre´s de liberte´ non
line´aires est cependant encore a` ses de´buts. Par exemple, la possibilite´ de quantifier une non-line´arite´ associable
a` un certain e´tat d’endommagement local par les techniques d’analyse des signaux n’est pas encore acquise.
De meˆme, la de´tection de la pre´sence des non-line´arite´s ou leur localisation spatiale dans la structure sont des
proble`mes dont la solution demande encore beaucoup d’efforts de recherche. Les me´thodes d’identification de´ja`
cite´es doivent eˆtre encore ame´liore´es et e´tendues a` diffe´rents types de non-line´arite´s et de sollicitations.
C.2 Ope´ration dans le cadre de la communaute´ europe´enne - FP6 -
Dans le cadre du 6e`me programme cadre (Sixth Framework Programme), une expression d’inte´reˆt de type Projet
Inte´gre´ (Expression of Interest for an Integrated Project), intitule´e “Non-linear Phenomena in Modal Survey
Testing” (NOLMOST) propose´e a` la Commission Europe´enne en juillet 2002 dans l’intention d’une action future
au sein du prochain 6e`me programme cadre. Les protagonistes de cette expression d’inte´reˆt n’ont pas propose´
pour de´but 2003 (premier appel) de projet finalise´ et sont en train de pre´parer un STREP(32) pour 2004.
L’industrie ae´rospatiale europe´enne est en train de faire un grand bond en avant avec le de´veloppement d’une
nouvelle ge´ne´ration d’avions : la famille des Airbus A380. Ce projet permettra de re´unir les experts europe´ens
dans l’analyse modale et les proble`mes non line´aires d’un point de vue de la dynamique des structures. Son
but est d’ame´liorer de fac¸on qualitative et quantitative, les techniques d’identification des caracte´ristiques non
line´aires des structures ae´rospatiales. Ce projet a e´te´ pre´pare´ par le Deutsches Zentrum fu¨r Luft- und Raumfahrt
(DLR), Institut fu¨r Aeroelastik en collaboration avec les sept organismes europe´ens suivants : (1) Office National
d’Etudes et Recherches Ae´rospatiales (ONERA), De´partement DDSS/AE, (2)University of Manchester, School
of Engineering, Dynamics and Aeroelasticity Research Group, (3)University of Kassel, Institute for Lightweight
Structures, (4)Airbus France, Section EGLT, (5)Airbus Germany, Section EDD, (6) LAMI (Laboratoire Analyse
des Mate´riaux et Identification, Ecole Nationale des Ponts et Chausse´es, (7) LTAS-Vibrations and Structural
Identification, University of Lie`ge et (8) Dipartimento di Meccanica, Politecnico di Torino.
30C.M. Richards & R. Singh, 1998. Identification of multi-degree-of-freedon non linear systems under random excitations by the
“reverse path” spectral methods, Journal of Sound and Vibration, Vol. 213, pp. 673-708.
La CRP me´thode recherche a` construire un ensemble de composants non corre´le´s dans la re´ponse fre´quentielle. Elle permet d’estimer
les coefficients des non line´arite´s locales situe´es loin des points d’application des forces applique´es et aussi la matrice de compliance
(inverse de l’impe´dance) dynamique line´aire quand le nombre des points des forces d’excitation est infe´rieur a` celui des points de
mesure. Malheureusement, la CRP me´thode demande des temps de calcul informatique importants, en particulier lorsque plusieurs
termes non line´aires sont pre´sents dans le mode`le.
31NIFO : Nonlinear Identification through Feedback of the Output. Citons l’article de D.E. Adams & R.J. Allemang, 2000. A
frequency domain method for estimating the parameters of a non-linear structural dynamic model through feedback, Mechanical
Systems and Signal Processing, Vol 14 no 4, pp 637-656.
Cette nouvelle technique interpre`te les non-line´arite´s dans le domaine de Fourier comme des forces internes non mesure´es vues
comme re´troactives par rapport au mode`le line´aire sous-jacent du syste`me e´tudie´. Le point d’achoppement de cette proce´dure est
le “mauvais” conditionnement de la matrice reliant le vecteur des re´ponses de la structure mesure´es et celui contenant a` la fois les
forces applique´es et les forces internes re´troactives dues aux non-line´arite´s.
32STREP : Specific targeted research projects
cf. http ://europa.eu.int/comm/research/fp6/instruments en.html
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Le contenu de ce projet est divise´ en trois parties : (1) de´tection et caracte´risation qualitative, (2) quantitative
identification et (3) mode´lisation mathe´-matique des non-line´arite´s.
Concernant la de´tection et la caracte´risation des non line´arite´s, les me´thodes actuelles devront eˆtre adapte´es pour
eˆtre e´tendues aux syste`mes a` plusieurs degre´s de liberte´. On peut citer par exemple, les me´thodes s’appuyant
sur :
(1) les trace´s d’impe´dance, (2) les distorsions dans le plan de Nyquist, (3) les trace´s des fonctions de cohe´rence,
(4) la transformation de Hilbert, (5) les transformations temps-fre´quence, (6) les techniques d’estimation d’er-
reur au sens des moindres carre´s dans les domaines fre´quentiel et temporel. On espe`re de ces me´thodes qu’elles
fournissent un moyen de classification des modes mesure´s en plusieurs cate´gories suivant le degre´ des effets non-
line´aires et du couplage non line´aire. Suivant la nature des modes, une proce´dure adapte´e pour l’identification
quantitative pourra alors eˆtre mise au point. Les cate´gories pourront eˆtre parmi : (1) modes normaux line´aires,
(2) modes influence´s par les effets non line´aires, mais ne montrant aucun couplage significatif avec les autres
modes et (3) modes influence´s par les effets non line´aires, mais avec la pre´sence de couplage non line´aire avec les
autres modes. Evidemment, on pourra faire intervenir d’autres cate´gories ; par exemple, la cate´gorie des modes
line´aires pourra eˆtre divise´e en la sous-cate´gorie des modes couple´s par l’amortissement et celle des modes non
couple´s par l’amortissement (hypothe`se de Basile).
La partie principale du projet porte sur l’identification quantitative des non-line´arite´s lors d’essais de surveillance
modale. Avant d’imple´menter la proce´dure retenue lors de l’e´tude dans un logiciel standard, de nombreux
de´veloppements sont ne´cessaires :
– Mise au point de l’essai et ve´rification des directives pour le signal d’excita-tion qui sera utilise´ dans le
processus d’identification, en rapport avec le degre´ de la non line´arite´ pre´sente : (1) signaux harmoniques
(me´thode de la re´sonance de phase ou excitation sinuso¨ıdale par morceaux), (2) signaux pe´riodiques
(excitation a` plusieurs sinus) ou signaux transitoires (excitation a` balayage sinus et ale´atoire).
– Ve´rification de l’influence des non-line´arite´s sur les outils de traitement des signaux standards pour l’esti-
mation des fonctions de re´ponses en fre´quence et sur l’identification des parame`tres modaux tels que les
fre´quences propres, les coefficients d’amortissement modaux, la forme des modes et les masses ge´ne´ralise´es.
Ve´rification des possibilite´s de de´tecter les non line´arite´s avec une utilisation potentielle des parties sur-
harmoniques de la re´ponse.
– Etudier et mettre au point des mode`les ade´quats pour le processus d’identi-fication de non-line´arite´s pour
des structures complexes de grande taille comme un avion, par exemple en utilisant un mode`le modal
pour re´duire la taille du syste`me avec des termes supple´mentaires pour prendre en compte les composants
non line´aires, ou encore des mode`les physiques mixtes modaux pour prendre en compte des non-line´arite´s
localise´es.
– Les mode`les devront eˆtre e´value´s au vue de leur applicabilite´ aux proce´dures de recalage. La taille du
mode`le devra eˆtre aussi re´duite que possible pour permettre une interpre´tation facile des re´sultats. La
strate´gie de mode´lisation doit conside´rer l’utilisation poste´rieure habituellement d’un mode`le e´le´ment fini,
pour le controˆle du battement, les calculs de cycle limite, et dans le processus de recalage du mode`le
mathe´matique.
Jusqu’a` la fin du projet, un essai de vibration au sol sur un avion sera effectue´ pour prouver l’applicabilite´
des outils de´veloppe´s dans un contexte industriel. Le mode`le mathe´matique retenu sera recale´ pour prendre en
compte les caracte´ristiques non line´aires de la structure spe´cimen retenue pour l’essai.
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C.3 Annexe
Tableaux des chercheurs sollicite´s pour l’ope´ration.
chercheurs labos tel adresse mel Pt hm
Odile RMS 02 40 84 59 18 odile.abraham@lcpc.fr 86 1
ABRAHAM Nantes
Amina LAMI 01 64 15 37 30 alaoui@lami.enpc.fr 44 2
ALAOUI Champs
Herve´ EAU 02 40 84 58 77 herve.andrieu@lcpc.fr 83
ANDRIEU Nantes
Pierre LAMI 01 64 15 37 24 argoul@lami.enpc.fr 44 10
ARGOUL Champs
Fre´de´ric MI 01 40 43 54 58 frederic.bourquin@lcpc.fr 15
BOURQUIN Paris
Jean-Marie MI 0140435128 jean-marie.caussignac@lcpc.fr 15
CAUSSIGNAC Paris
Christian FDOA 01 40 43 53 44 christian.cremona@lcpc.fr 39
CREMONA Paris
Pierre LRPC 03 88 77 46 44 Pierre.Charbonnier@equipement.gouv.fr 1
CHARBONNIER Strasbourg
Franc¸ois LMSGC 01 40 43 54 78 francois.chevoir@lcpc.fr 24
CHEVOIR Champs
Philippe RMS 02 40 84 59 09 philippe.cote@lcpc.fr 86 1
COTE Nantes
Louis-Marie MI 02 40 84 58 88 louis-marie.cottineau@lcpc.fr 81
COTTINEAU Nantes
Franc¸ois MI 01 40 43 51 84 francois.derkx@lcpc.fr 15
DERKX Paris
Denis LAMI 01 64 15 37 28 duhamel@lami.enpc.fr 44 1
DUHAMEL Champs
Guillaume LRPC 03 88 77 46 27 Guillaume.Dutilleux@equipement.gouv.fr 4
DUTILLEUX Strasbourg
Signification des sigles utilise´s
CETE : Centre d’Etudes Techniques de l’Equipement
LRPC : Laboratoire Re´gional des Ponts et Chausse´es
LIVIC : Laboratoire sur les Interactions Ve´hicules-Infrastructure-Conducteurs.
LMSGC : Laboratoire des Mate´riaux et des Structures du Ge´nie Civil
LAMI : Laboratoire Analyse des Mate´riaux et Identification
DG : Direction Ge´ne´rale - LCPC
EAU : Division Eau - LCPC
MI : Service Me´trologie et Instrumentation - LCPC
RMS : Division Reconnaissance et Me´canique des Sols - LCPC
TGCE : Division Technologies du Ge´nie Civil et Environnement - LCPC
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Se´bastien LAMI 01 64 15 37 36 gerville@lami.enpc.fr 44 10
GERVILLERS Champs (doctorant 3e`me anne´e)
Alex LAMI 01 64 15 37 05 huynh@lami.enpc.fr 44
HUYNH Champs (doctorant 2e`me anne´e)
Jean MI 01 40 43 51 35 jean.iaquinta@lcpc.fr 17 2
IAQUINTA Paris
Richard DG 02 40 84 59 07 richard.lagabrielle@lcpc.fr 69 1
LAGABRIELLE Nantes
Charles-Eric TGCE 02 40 84 57 41 charles-eric.lemaire@lcpc.fr 72 10
LEMAIRE Nantes (doctorant)
Thien-Phu LAMI 01 64 15 37 36 le@lami.enpc.fr 44 10
LE Champs (doctorant 3e`me anne´e)
Richard LAMI 01 64 15 37 09 linder@lami.enpc.fr 44 10
LINDER Champs
Morgan LIVIC 01 40 43 29 09 morgan.mangeas@inrets.fr 29
MANGEAS Satory
Laurent RMS laurent.marescot@lcpc.fr 87 10
MARESCOT Nantes (doctorant)
Joao-Sergio RMS 02 40 84 59 12 sergio.lopes@lcpc.fr 86 2
PALMA-LOPES Nantes
Jean-Michel DG 02 40 84 58 28 jean-michel.piau@lcpc.fr 65
PIAU Nantes
Nelly LAMI 01 64 15 37 40 point@lami.enpc.fr 44 5
POINT Champs
Jean-Franc¸ois FDOA 01 40 43 53 40 seignol@lcpc.fr 34 2
SEIGNOL Paris
Pierre-Olivier TGCE 02 40 84 56 34 pierre-olivier.vandanjon@lcpc.fr 72 1
VANDANJON Nantes
Honore´ LAMI 01 64 15 37 25 yin@lami.enpc.fr 44 4
YIN Champs
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Rapports internes, de contrat ou de mission - Notes de cours
33deux the`mes de l’axe ”Comportement dynamique des Mate´riaux et des Structures”.
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– Catherine Sheane, Stage d’e´te´ Princeton in France e´te´ (1997), Re´flexions sur la transformation en onde-
lettes
– Andrew Horchler, Stage d’e´te´ Princeton in France e´te´ (1998), Mise au point d’un algorithme calculant la
fonction d’analyse des singularite´s
– Fausto Conti, Stage de fin de cycle universitaire (diploˆme d’inge´nieur italien) de l’Universite´ Tor Vergata
de Rome (23/11/98 - 28/05/99), Identification de parame`tres modaux des structures au moyen de la
transforme´e en ondelettes
– Xavier Vazquez-Gil, Stage d’e´te´ Princeton in France e´te´ (1999), Ame´lioration d’un algorithme d’extraction
des areˆtes lors d’une tranformation en ondelettes de signaux asymptotiques
– Alex Huynh-Kim-Long, DEA Solides, structures et syste`mes me´caniques , Option 3 “ Me´canique multi-
e´chelles des mate´riaux et des ouvrages”, (1999-2000), Mode´lisation et identification du comportement
dynamique des e´lastome`res
– Fadhel Djemel, DEA Solides, structures et syste`mes me´caniques , Option 3 “ Me´canique multi-e´chelles des
mate´riaux et des ouvrages”, (1999-2000), Analyse temps-fre´quence des signaux me´caniques. Application :
Me´thode impact-e´cho
– Afsheen Afshar, Stage d’e´te´ Princeton in France e´te´ (2000), Investigation in the identification of the Bouc
model’s parameters.
– Juvaria Aumeerally, Stage d’e´te´ Princeton in France e´te´ (2001), Traitement des signaux de poutre par
transformation en ondelettes.
– Gre´gory Amzel & Olivier Castan, projet 1e`re anne´e ENPC (40 heures 2001-2002), Conception d’un sis-
mome`tre amateur.
– Fre´de´ric Gervais, DEA Analyse et Syste`mes Ale´atoires de l’Ecole Doctorale ICMS, (2 avril-27 Juillet 2001),
Etude des phe´nome`nes d’hysteresis. Identification des parame`tres du mode`le de Bouc Wen et analyse des
re´sultats.
– Christophe Peyrard & Guillaume Faure, projet 1e`re anne´e ENPC (40 heures 2001-2002), Construire son
sismome`tre.
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– Ali Afshaer, DEA Dynamique des Structures et Syste`mes Couple´s (DDSS), (2001-2002), Interaction vi-
bratoire entre baˆtiments - Essais en centrifugeuse
– Je´rome Boulanger, stage de 2e`me anne´e Ecole Nationale Supe´rieure de Physique de Marseille (2001-2002),
Analyse temps-fre´quence de re´ponses de structures sous excitations ambiantes.
– Tien-Minh Nguyen, DEA Solides, Structures et Syste`mes Me´caniques (Option 3 “Me´canique multi-e´chelle
des mate´riaux et des ouvrages) (2002-2003), Analyse temps-fre´quence de re´ponses de structures sous ex-
citations ambiantes
– Matthew Bussmann, Stage d’e´te´ Princeton in France e´te´ (2003), (encadrement conjoint avec S. Erlicher),
Mise au point d’un essai vibratoire de poutres
– Gueorgui Nikiforov, Stage d’e´te´ Princeton in France e´te´ (2003), (encadrement conjoint avec N. Point),
Calcul nume´rique de la de´rivation non entie`re a` l’aide de l’algorithme FFT
– Silvano Erlicher, Stage post-doctoral ENPC, Identification dynamique de syste`mes line´aires avec amortis-
sement non classique et de syste`mes non line´aires (1er Mai - 31 de´cembre 2003)
– Mark Collinson, Stage d’e´te´ Princeton in France e´te´ (2003), (encadrement conjoint avec N. Point), Calcul
nume´rique de la de´rivation non entie`re a` l’aide de me´thodes de diffe´rences finies- (formules de Grunwald)
– Marylin Waite, Stage d’e´te´ Princeton in France e´te´ (2004), (encadrement conjoint avec F. Argoul & C.
Moskalenko de l’ENS Lyon), Microscopie de force atomique
– Marin Nitzov, Stage d’e´te´ Princeton in France e´te´ (2004), Estimation du coefficient d’amortissement a`
partir de la transforme´e en ondelettes
– Kien Nguyen, DEA (2003-2004 Solides, Structures et Syste`mes Me´caniques (Option 3 “Me´canique multi-
e´chelle des mate´riaux et des ouvrages) Analyse temps-fre´quence de re´ponses vibratoires d’un pont
– Ziad Aramouni, DEA Equations aux de´rive´es partielles, analyse nume´rique (2003-2004) Universite´ Saint-
Joseph, Beyrouth Liban, (encadrement conjoint avec N. Point), Algorithmes ge´ne´tiques et algorithmes
e´volutionnaires. Pre´sentation et comparaison avec le recuit simule´
– Brice Arnaud Ngalamo,
Participation a` l’encadrement de doctorants ou au jury de the`se
– Hamid Afra, 1988-1991 The`se de doctorat ENPC, Identification du comportement sismique de baˆtiments
a` partir de leurs re´ponses acce´le´rome`triques, 30 / 09 / 1991 : participation en tant qu’examinateur au jury
de la the`se de Hamid Afra. (T.H.) (directeur de the`se : Bernard Halphen, co-encadrement)
– Catherine Cholet, 1994-1997 The`se de doctorat Paris VI, Etude du mouvement de solides rigides avec
contact et collisions (T.H.) (directeur de the`se : Philippe Ciarlet, co-encadrement avec Michel Fre`mond)
– Jacques Sainte-Marie, 1995-1999 The`se de Doctorat ENPC, Echantillonnage des signaux a` bande limite´e.
Application a` l’e´tude de l’interaction ve´hicule-chausse´e. , 30 / 04 / 1999 participation en tant qu’exami-
nateur au jury de la the`se de Jacques Sainte–Marie (T.H.)
– Antony Dempsey, 01/04/97 au 31/03/98 : Stage post-doctoral Marie Curie (co-encadrement avec Bernard
Jacob), Knowledge of the trafic loads and actions on steel orthotropic deck bridges and application for
fatigue studies,
– Ste´phane Pernot, participation en tant qu’examinateur a` la the`se de Doctorat de Ste´phane Pernot pre´pare´e
au Laboratoire Ge´omate´riaux de l’ENTPE de Lyon et soutenue a` l’INSA de Lyon Me´thodes ondelettes
pour l’e´tude des vibrations et de la stabilite´ des syste`mes dynamiques (25/10/ 2000)
– Silvano Erlicher, 1999-2002 The`se de Doctorat de l’Universite´ de Trento , Mode`les de comportement
hyste´re´tique pour les composantes de structures. Modellazione del comportamento isteretico di componenti
strutturali. (14/02/2003) (directeur de the`se : Oreste Bursi, co-encadrement avec Nelly Point)
– Vincent Lenaerts, participation en tant que rapporteur a` la the`se de Doctorat de Vincent LENAERTS en
Sciences Applique´es pre´pare´e et soutenue a` l’Universite´ de Lie`ge, Identification de mode`les structuraux en
dynamique non line´aire. (06/03/2003)
– Thien-Phu Le, 2000-2003 The`se de doctorat ENPC, Me´thodes d’auscultation des structures par vibrations.
(directeur de the`se : Denis Duhamel, co-encadrement) /11/2003
– Franck Pe´rignon, participation en tant que rapporteur a` la the`se de Doctorat de l’Universite´ Aix-Marseille
II, pre´pare´e et soutenue au Laboratoire de Me´canique et d’Acoustique de Marseille, Vibrations force´es de
structures minces, e´lastiques, non line´aires. 07/07/2004.
– Alex Huynh, 2002-2004 The`se de doctorat ENPC, Mode´lisation et identification du phe´nome`ne d’hyste´re´sis
en me´canique des mate´riaux et des structures. (directeur de the`se : Nelly Point, co-encadrant)
– Tien-Minh Nguyen, 2003-2006 The`se de doctorat ENPC, Re´duction de mode`les en dynamique non line´aire
de syste`mes me´caniques couple´s. Application a` l’interaction sol-structure et a` la sismique des ouvrages.
Partie I (directeur de the`se, co-encadrement : Guy Bonnet Prof. Universite´ de Marne-la-Valle´e)
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– Gwendal Cumunel, 2004-2007 The`se de doctorat ENPC, Optimisation de l’emploi de capteurs pour
l’e´valuation dynamique et le controˆle des structures (directeur de the`se, co-encadrement : Sylvie Lesoille
Chercheur au LCPC)
– Fre´de´ric Laudarin, 2004-2007 The`se de doctorat UMLV, Re´duction de mode`les en dynamique non line´aire
de syste`mes me´caniques couple´s. Application a` l’interaction sol-structure et a` la sismique des ouvrages.
Partie II (directeur de the`se : Guy Bonnet Prof. Universite´ de Marne-la-Valle´e, co-encadrant)
Participation active a` la vie du Laboratoire
– du 1er 11 1992 au 1er 11 1996 : responsable du se´minaire scientifique et technique du Laboratoire
L.M.S.G.C.
– de 1993 a` 2000, nomme´ membre du Comite´ de Gestion du Laboratoire.
– membre du groupe de communication au sein du LCPC.
– membre du groupe de re´daction et correspondant de la lettre mensuelle d’information du LCPC : “L”
comme LCPC.
– participation dans le cadre de l’e´laboration du 3e`me sche´ma directeur du LCPC, a` la confe´rence-de´bat
“Les technologies-cle´s de l’horizon 2005 - Questions a` Jacques Serris”, Jeudi 1er Octobre 1998, Groupe
des Industries Me´tallurgiques a` Neuilly (re´daction d’un compte-rendu).
– membre du groupe miroir dans le cadre de l’e´laboration du 3e`me sche´ma directeur du LCPC (de´cembre
1998 - octobre 1999)
– participation au se´minaire des 28 et 29 Mars 2000 “Mise en oeuvre du Sche´ma Directeur du LCPC”,
LCPC - Centre de Nantes (re´daction d’un compte-rendu)
– inte´rim du directeur du LMSGC du 26 au 30 Juillet 1999,
– repre´sentation du directeur du LMSGC (Re´union du Conseil de Poˆle “Sciences de l’Inge´nieur” 13/10/1999
LCPC Paris et 18/09/2000 LCPC Centre de Nantes)
– 18/06/2003 suivi de la formation Le management des compe´tences de l’unite´ organise´e par le LCPC.
Participation a` la vie scientifique nationale et internationale - Distinction
– de 1993 a` 1995 programme bi-late´ral d’e´changes franco-allemand PROCOPE36 avec l’Universite´ Technique
de Munich.
financement (d’un montant d’environ 22 000 F/ an) pour faciliter les e´changes et permettre les rencontres
avec mes partenaires munichois.
– Participation au re´seau de coope´ration scientifique et technique Europe´en dans le domaine du Ge´nie
parasismique (structures) ENESE (European Network for Earthquake Structural Engineering). Ce re´seau
est finance´ par l’Union Europe´enne (Human Capital and Mobility Programme - Networks), Jan. 1994 - Dec.
1995. - Total budget : 190,000 ECU (soit £156,000) - Coordinateur : G. Penelis (Greece) - Scientifiques
pre´sents : A. Kappos (Gre`ce), A. Elnashai (Angleterre), P. Argoul (en remplacement de P. Y. Bard)
(France), M. Dolce (Italie), J. Bouwkamp (Allemagne).
– depuis 1994 nomme´ membre du groupe du travail sur le torsion EAEE Working Group par son pre´sident
M. Victor Rutenberg Prof. a` l’Institut de Technologie d’Haifa Israe¨l.
– Suivi du cours IPSI “Proble`mes inverses en me´canique des solides - Principes, Me´thodes de re´solution,
Applications” - Paris du 17 au 19 Octobre 1995.
– Organisation et logistique du “Workshop Damage and Free Boundaries” dans le cadre du programme
Free Boundary Problems (1993-1997) sponsorise´ par l’European Science Foundation, 20-22 Mars 1996, a`
Moissac, France.
– pre´sident de la session “Wavelet transforms” a` l’Euromech Colloquium 356 : Transform Methods in Solids
Mechanics, 3-5 October 1996, Mu¨nchen.
– Organisation et logistique de “ IUTAM Symposium on Variations of Domains and Free-Boundary Problems
in Solid Mechanics” (Paris Ecole des Mines, France, 22-25 Avril 1997).
– repre´sentant franc¸ais (french delegate) avec Fabrice Thouverez dans le COST F3 “Structural Dynamics”
1997-2001.
– responsable (task leader) du groupe de travail (Working Group) WG3 “Identification of Non linear Sys-
tems”. 1997-2001.
– membre du Comite´ d’e´valuation des missions scientifiques de courte dure´e dans le cadre du COST F3
“Structural Dynamics” 1997-2001.
36PROCOPE est un programme de coope´ration scientifique entre la France et la R.F.A. Il fait partie d’une suite d’actions inte´gre´es
franco-allemandes conduites conjointement, par le Ministe`re des Affaires Etrange`res et le Deutscher Akademischer AustauschDienst
(DAAD). Le but de PROCOPE est de de´velopper la coope´ration scientifique, technique et technologique entre les e´tablissements
d’enseignement supe´rieur et/ou les organismes publics de recherche des deux pays.
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– pre´sident de la session technique (chairman of the technical session) “Non-linearities” de la confe´rence
ISMA 23 K.U. Leuven, le mercredi 17 septembre 1998.
– Montage d’un projet de recherches avec l’Universite´ de Lattaquie´ en Syrie (Professeur Mahmoud Said)
“Mode´lisation dynamique des baˆtiments”.
– pre´sident de la session COST Action Work in Progress de : 2nd International Conference on Identification
in Engineering Systems, University of Wales, Swansea, Royaume-Uni, 30 Mars 1999.
– organisation de la re´union COST Action F3 Structural Dynamics WG3 “Identification of non-linear sys-
tems”, LCPC Paris, 14 Juin 1999.
– membre du comite´ scientifique de l’European COST F3 Conference on System Identification & Structural
Health Monitoring, 6-9 June, 2000, Universidad Polite´nica de Madrid, Espagne.
– membre du comite´ d’organisation du Second European Conference on Structural Control ENPC, Champs-
sur-Marne, France, July 3-6, 2000.
– Participation a` l’Action concerte´e incitative du Ministe`re de la Recherche ACI-CATNAT : “Pre´vention
des catastrophes naturelles”. 2001-2003
The`me : Interaction ’site-ville’ et ale´a sismique en milieu urbain (coordinateur du projet : P.Y. Bard,
LCPC/Univ. Grenoble).
– membre du comite´ d’organisation des Journe´es Sciences de l’Inge´nieur 2003 LCPC (Re´seau des Labora-
toires des Ponts et Chausse´es) Villagium “le Normont” Dourdan Essonne.
144
